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De acordo com o Plano de Ensino do Curriculo 215 apresentado na visita do MEC em 2016, no
Campus Niteroi.

Disciplina: CCE1012 - PESQUISA OPERACIONAL |
CONTEXTUALIZAGAO

Devido as rapidas transformac¢des mercadoldgicas que ocorrem atualmente buscam-se ferramentas que possam
subsidiar as decisdes mais complexas desse mundo real. Nessa conjuntura, as técnicas de programacao matematica,
especificamente a de Programacao Linear se destaca, pois permite o desenvolvimento de modelos matematicos que
podem ser implementados em computadores pessoais, pelo uso de planilha eletronica, e por serem basicos para a
compreensdo de outros modelos da Programacdo Matematica.

OBJETIVO GERAL

Utilizar as técnicas de programacdo matematica para modelagem e suas solucdes, além da analise dos resultados de
forma tedrica e aplicada a problemas das engenharias.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

a) ldentificar as caracteristicas de problemas de otimizacao;

b) Representar e modelar sistemas com restricdes.

¢) Indicar o uso da abordagem dual em sistemas genéricos;

d) Reconhecer as principais caracteristicas de programacao linear;

e) Exemplificar problemas e solucéo envolvendo programacéo linear;
f) Analisar a sensibilidade e inferir em modelos de programacao linear;
g) Modelar e resolver outros problemas de programagdo matematica.

CONTEUDOS

UNIDADE 1 - A PESQUISA OPERACIONAL

1.1 Historico, objetivos e metodologia.

1.2 O processo de modelagem.

1.3 Principais &reas de aplicacao.

UNIDADE 2 - PROGRAMAGAO LINEAR

2.1 Conceitos.

2.2 O problema de programagcéo linear (PPL) na forma padréo.

2.3 Solugdo gréafica.

2.4 Tipologia de problemas (limitado, ilimitado, vidvel, invidvel, solu¢do Unica e multiplas solugdes).
UNIDADE 3 - O METODO SIMPLEX

3.1 O algoritmo.

3.2 Solugdo Basica Viavel.

3.3 Melhoria de uma solugéo bésica viavel- condi¢Bes de otimalidade.

3.4 Viabilidade da nova solu¢do- mudanca de base.

3.5 Regras de término do algoritmo.

3.6 Obtencéo de solugdo inicial- método das duas fases, método do “big M.
3.7 Solugdo Unica, maltiplas, nenhuma, problema ilimitado.

3.8 Degenerescéncia & convergéncia.

3.9 Informacao sobre os principais softwares de programagdo matematica
UNIDADE 4 - TEORIA DA DUALIDADE.

4.1 A nocao de limite e a construcdo do problema dual.

4.2 Problemas do primal e dual - forma padréo e variantes.

4.3 Relacdo primal - dual: Teoremas da dualidade fraca, forte e das folgas complementares.
4.4 Método dual do simplex - a I6gica do método; a definicdo de solucdo bésica dual viavel; iteracdo - mantendo a
viabilidade dual; condi¢des de término do algoritmo.

UNIDADE 5 - ANALISE DE SENSIBILIDADE EM PROGRAMAGAO LINEAR

5.1 Alteracéo nos coeficientes da fungéo.

5.2 Alteracdo nos coeficientes do termo independente.

5.3 Acréscimo de uma nova restri¢cdo ao PPL.

5.4 Alteracdo na matriz dos coeficientes do PPL.

5.5 Introducdo de uma nova variavel no PPL.
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5.6 Analise p6s-otimizacao

UNIDADE 6 - O PROBLEMA DE TRANSPORTE COMO UM PPL ESPECIAL
6.1 Introducéo.

6.2 O Problema de transportes.

6.3 Informacdes sobre o problema de transportes a partir do seu dual.
6.4 Um algoritmo para o problema de transportes.

UNIDADE 7 ¢ PROGRAMAGCAO MATEMATICA

7.1 Caracteristicas.

7.2 Modelos de Otimiza¢édo de Programacao Linear Inteira

7.3 Branch and Bound

7.4 Programacao Dindmica

7.5 Analise por Envoltoria de Dados - DEA
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ALGEBRA LINEAR :

17 EQUACOES LINEARES

Uma equacdo linear segue a seguinte forma: a;; X; + @12 Xo + @13 Xs + ... + @35 Xp = by

Considerando-se que:

V' Xy, X, ..., Xn S80 as incognitas;
V a1, an, ...,a1n S40 0s coeficientes (nUm

eros reais ou complexos);

V by é o termo independente (hUmero real ou complexo).

Exemplo de equacgéo linear

Exemplos deequacdes nadineares

3X1 + 4X2 + 10X3 =20

12x + 4y +/X = -4

3X-2y+6z2=7

23x° + 4y* = 19

2X+4z=3t-y+4

6x +3y-3zw =0

Antes de se tratar os sistemas de equacBes lineares € importante ver-se como uma reta pode ser
observada em um plano cartesiano. A figura a seguir expde resumidamente um plano cartesiano.

+ F e -
Eixo das AY { P=(xy ;¥ Par ordenado P
Ordenadas ¥-..¥
20| 1°
uadrante
D < Quadrante | Q@ ! .t
30 IQ 40 X X
Quadrante | *Quadrante,
Eixo das
v Abscissas
-b

A Origem: par ordenado (0,0)

Veja uma reta expressa pela sua equagdo reduzida y = k x + w, sendo k o seu coeficiente angular e
w 0 coeficiente linear. Tomando-se dois pares ordenados, P1=(x1,y1) € P2=(X2,Y2), sendo que Xl Xz,

que estdo sobre a reta, pode-se calcular o seu coeficiente angular pork = vy
Ya
Yol o o
i P2=(X2,Y2)
Coeficiente yil . i
Linear ey - P1=(X1,y1) :

v

<
<

(0,0)

X1 X2 X

v

0 mx, ou
k= (y2-y1) + (X2-X1)

! Baseado em Haetinger, Claus e Dullius, Madalena, Algebra Linear e Geometria Analitica, UNIVATES - Centro Universitério - Centro 111, Lajeado

i Rio Grande do Sul,

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/matrizes/sistemas.htm,
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/matrizes/determinantes.htm e http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/eglg/eglg.htm

2006. Complementos capturados de http://www.expoente.com.br/professores/kalinke/estudo/sistemas_lineares.htm,
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2i SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Um sistema de equacOes lineares com m equacgdes e n incognitas € um conjunto de equagdes do
tipo:

ap1ry  +  agprz + + apT, = B

ary + aspra  + + amrn = b
+ : + + : =

Am1T1 + amala + + amntn = by

comay; € {R.CH1<i<m,1<j<n.

Uma solucdo do sistema anterior € uma n-upla de ndmeros (Xi; X;....;Xn) que satisfaz
simultaneamente as m equacgdes.

Pode-se reescrever este sistema A . X = b por um conjunto de matrizes conforme a seguir:

il a1z e dlp T ]
gy Qga - a2 Tg b
ml @m2 - Omn I'n bin

Matriz A, dos coeficientes das incognitas

ail a1z - Qin
a2y azz - d2n
_"4.:
Aml @m2 -+ Omn
Matriz X (vetor), das incégnitas
I
'2
X = .
TIn

Matriz B (vetor), dos termos independentes

Exemplos:
SPD: Duas retas com ponto de intersecédo (X,y).

jx+2y:-l
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2X1Ty=38
Solucdo: (3, -2). Confirmar de forma grafica

PI: Duas retas paralelas e sobrepostas.

4x + 2y =100
8x + 4y =200

Solugéo: Existem infinitos pontos que satisfazem a ambas (pertencem as duas retas). Confirmar de

forma gréfica

SlI: Duas retas paralelas.

X+3y=4
X+3y=5

371 SISTEMA DE INEQUACOES LINEARES

Uma inequacdo € uma condicdo onde os dois membros sdo comparados por um sinal de

desigualdade. Esses sinais sdo:

menor \

maior \

menor ou igual |

olo| Vv A

maior ou igual |

Salientam-se os seguintes principios de equivaléncia:
V Multiplicando-se os membros de uma inequacdo por um numero positivo, obtém-se uma

inequacao equivalente.

V Multiplicando-se 0os membros de uma inequagdo por um namero negativo, obtém-se uma
inequacao equivalente desde que se Ihe mude o sentido.
V Somando-se ou subtraindo-se um numero em ambos os membros, obtém-se uma

inequacao equivalente.

Exemplos:

A) Resolva a inequacdo a seguir:
Passo 1/2x+2<14
Passo 2| 2x <14 -2
Passo 3| 2x<12
Passo4| x<6

O conjunto solugdo é formado por todos 0s nimeros inteiros positivos menores do que 6, ou seja,

S={1,2,3, 4,5}

B) Para determinar todos os numeros inteiros positivos considerando-se as duas desigualdades

segundo a expressdo: 12 < 2x + 2 < 20, faz-se:

Prof. Marcelo Sucena
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Passol| 12< 2x+2 <20 |Equacdo original
Passo 2|12 -2 < 2x +2-2 < 20 - 2|Subtraimos 2 de todos os membros
Passo 3| 10 < 2X < 18 | Dividimos por 2 todos os membros
Passo 4 5< X <9 Solucdo

O conjunto solucéo é S = {6, 7, 8}

No caso onde existam duas variaveis pode-se resolver a equacéo pelo artificio grafico.

Exemplos:

A2x + 3y O 0.

Inicialmente faz-se 2x + 3y = 0 para tracar-se a reta (em vermelho). Para se obter a area (em
amarelo) que representa a inequacdo verifica-se, por exemplo, se um ponto qualquer, neste caso

(1,1), pertence a area.

2.1 + 3.1 0 0
E verdadeiro, entdo o ponto 1,1
esta contido na area da inequagé&o.

.il.y-
- - -0

B) Para um sistema de inequacdes dado por:

Chega-se a seguinte solucao gréfica:

Sistema

Be
Ll

2X+3y>6
5x + 2y O 20

2x+3y>6

5x + 2y 020

Prof. Marcelo Sucena
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UNIDADE 11 A PESQUISA OPERACIONAL

"Existem duas maneiras de aumentar a eficiéncia de uma loja, empresa,
ou industria. Uma delas requer a melhoria tecnoldgica, isto é,
atualizacdo dos equipamentos, mudanca no processo tecnoldgico,
descoberta de nogoe melhores tipos de matéria prima. A outra
maneira, até hoje muito menos utilizada, envolve melhorias na
organizacdo do planejamento e da producdo. Isto &, melhorias no
processo de distribuicdo do trabalho entre as maquinas da empresa,
distribuicdo de ma ®r i a pri ma, combust?2vel,
(Kantarovich, 1939 in Dantzig, 1963) apudAndrade et al. (2005)

171 Sinopse Historica

Durante a Segunda Guerra Mundial, um grupo de cientistas foi convocado na Inglaterra para
estudar problemas de estratégia e de tatica associados com a defesa do pais. O objetivo era decidir
sobre a utilizacdo mais eficaz de recursos militares limitados. A convocacdo deste grupo marcou a
primeira atividade formal da Pesquisa Operacional (PO) Montevechi (2000) Lisboa (2002).

Ainda segundo Lisboa (2002), apesar de ser creditada a Inglaterra a origem da PO, sua propagacao
deve-se principalmente a equipe de cientistas liderada por George B. Dantzig, dos Estados Unidos,
convocada durante a Segunda Guerra Mundial. O resultado deste esforco de pesquisa, concluido em
1947, foi a obtencdo do Método SimplexDe acordo com Bouyssou (2002), em 1950 foi lancada a
primeira edi¢do de estudos de PO no mundo, publicacgdo trimestral denominada Jornal da Sociedade
de Pesquisa Operacional.

O primeiro contato entre universidade e empresa para aplicacdo da PO foi o da PUC-RJ com as
empresas SOCIL e Anhanguera, para o desenvolvimento de programas de minimizagéo de custo de
raches para animais, através de Programacdo Linear. Mas, 0s principais setores a empregar essa
técnica foram os de siderurgia (CSN, Cia. Vale do Rio Doce), eletricidade (Cia Nacional de Energia
Elétrica), transportes (FRONAPE), petrdleo (PETROBRAS, ESSO) e telecomunicacdes, além de
grandes projetos e obras estatais. Em funcgéo disso, foi criada, em 1968, a Sociedade Brasileira de
Pesquisa Operacional (SOBRAPQ) Agosti (2003).

21 A Pesquisa Operacional

Ha vérias definicdes de PO. Andrade (2000) destaca que é uma metodologia administrativa que
agrega, em sua teoria, a economia, matematica, estatistica e informatica. Pode ter aplicabilidade na
area gerencial, na obtencdo de uma solugdo Otima por uma visdo sistémica, por intermedio de
métodos estatisticos e matematicos e na construcdo de modelos e algoritmos computacionais.

De acordo com Montevechi (2000), PO é a preparacdo cientifica das decisdes, visando a
modificacdo do bindmio "Experiéncia - Intuicdo" pela "Informacdo - Racionalidade". Destacando-

se 0 termo fAdeci s « 0-0comoAiy ousdde acap, 2sCoMiBo)coma @nmeis i

mais efetivo para obtencéo dos objetivos procurados, ou seja, para resolver o problema detectado.

A PO aplica outras disciplinas cientificas na concepcdo, no planejamento ou na operacdo de
modelos para atingir os seus objetivos. Ela insere objetividade e racionalidade aos processos de
tomada de decisdo, sem desconsiderar as questdes subjetivas que caracterizam os problemas reais.

Prof. Marcelo Sucena Pagina 7 de 73
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Utiliza técnicas relacionadas aos campos da programacdo matematica, da teoria dos grafos e dos
conceitos, modelos e técnicas probabilisticas.

As principais areas da PO séo:
1 Programacdo Matematica (Programacdo: Planejamento de Atividades i Matematica:
representacdo por modelo matematico):
o0 Linear;
0 Nao-linear;
0 Inteira.
1 Modelos de Redes:
0 Transportes;
0 Designacao;
0 Redes.
1 Sistemas Inteligentes (Inteligéncia Artificial):
0 Redes Neurais;
o Logica Fuzzy;
o0 Sistemas Especialistas.
1 Teoria das Filas;
1 Modelos de Simulacao;
1 Programagéo Dindmica.

Em um estudo de PO ocorrem, normalmente, as seguintes fases (Montevechi, 2000):

1. Formulacdo (ou definicdo) do problema: consiste em estudar o sistema e estabelecer, de uma
maneira, bem definida o problema a ser considerado. Para isto, varios elementos devem ser
determinados: 0s objetivos a atingir, as restricbes que devem ser consideradas, o inter-
relacionamento entre o setor a ser estudado e outros, as possiveis linhas de acdo alternativas etc.;

2. Construcdo do modelo matematico: um modelo deve especificar as expressdes quantitativas para
0 objetivo e as restricbes do problema em termos de suas variaveis de decisdo. Existem varios tipos
basicos de modelo que serdo vistos mais adiante. Antes da construcdo de um modelo matematico
deve-se responder a 4 perguntas:

1) Qual é a medida de efetividade do objetivo? Isto €, como serd expressa a solucdo do

problema (em reais economizados, unidades vendidas, itens produzidos etc.)

2) Quais sdo os fatores sob controle (variaveis controladas ou de decisdo)?
Variaveis controladas: sdo variaveis que estdo sob o controle da administracdo. Por
exemplo, numa programacéo de producéo, a variavel de decisdo é a quantidade a ser
produzida num periodo.

3) Quais sdo os fatores ndo controlados (as variaveis ndo controladas)?
Variaveis ndo controladas: sdo variaveis que tém seus valores atribuidos por sistema
fora do controle da administragdo. Por exemplo, o custo de producéo, a demanda de
produtos e o preco de mercado.

4) Quais sdo as relagdes entre estes fatores e os objetivos? Isto é, esta relagdo pode ser

expressa em forma de relages matematicas que constituirdo um modelo do problema?

3. Obtengdo de uma solugéo a partir do modelo: para modelos matematicos € dito que a Solucao é
Otima. Para modelos de simulacdo ou heuristicos obtém-se soluc¢des aproximadas do sistema.

Prof. Marcelo Sucena Pagina 8 de 73



Engenharias

‘%} Estacio CCE 1012 - Pesquisa Operacional | - 2017/2

4. Teste do modelo e avaliacdo da solucdo obtida: o critério indicado para julgar a validade de um
modelo deve predizer, ou ndo, os efeitos relativos as alternativas, com suficiente precisdo, de
maneira a permitir uma satisfatoria decisao.

5. Estabelecimento de controle sobre a solugdo: sempre que uma solucéo e a estratégia para uma
acdo futura sdo aplicadas repetidamente, esta solucdo deve ser mantida sob controle. Isto é feito
identificando-se os parametros criticos, determinando-se estatisticamente as variacdes relevantes
nesses parametros e finalmente ajustando a solugéo, e consequente, a linha de acdo, sempre que
uma variacao é observada.

6. Implantacdo da solucdo: deve-se assegurar que a solugdo € corretamente transformada em um
procedimento operacional, como também, necessita-se corrigir qualquer imperfeicdo descoberta na
solucéo.

Goldbarg et al(2000) destacam que o processo de modelagem depende do espirito critico do
analista, mas resumem que essa modelagem serve para determinar a alocacao de recursos limitados
(ou restritos) e que podem ser disputados por atividades (ou eventos) alternativas. Eles sugerem
ainda que, mesmo que a qualidade da analise dependa da visdo do analista, propde-se, como forma
de auxilio a seguinte sequéncia para a modelagem de problemas de programacao matematica:

a) Traducdo das condicbes do problema:
a.1) definicdo das variaveis controlaveis (de decisdo ou controle) e ndo-controlaveis
(externa ou de estado);
a.2) elaboracgdo da funcao-objetivo e do critério de otimizacéo;
a.3) Formalizacdo das restricdes do modelo.

b) Construcdo do modelo:
b.1) elaboracédo da estrutura de entrada e saida de informacdes;
b.2) determinacdo das formulas de inter-relacao;
b.3) entendimento dos horizontes de tempo.

c) Analise:
c.1) analise da sensibilidade da solucéo;
c.2) levantamento da precisdo dos dados;
c.3) avaliacdo da estabilidade computacional;
c.4) levantamento de outras especificacdes para 0 modelo.

d) Implementacdo dos resultados.
31 Problemas de Decisao

Hoje em dia os gestores deparam-se, a todo 0 momento, com problemas gque, na grande maioria das
vezes, necessitam ser resolvidos o mais rapido possivel. Neste ambiente competitivo, esses
problemas reais devem ser analisados baseando-se em metodologias que permitam vislumbrar as
vantagens, desvantagens, ou seja, as suas caracteristicas essenciais, de forma que o tomador da
decisdo possa comparar as alternativas e decidir pela opgédo que julgar mais adequada.

Gomesetal.( 2002) salienta que a palavra fndeci s«o00
par ar , extrair, interromper, gue se antep»e
Considerando o cormjeumat digppairthac eeaonidef aae f | u
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O mesmo autor destaca que fidecidiro pode ser
atribuir importancia a elas, posteriormente buscar possiveis alternativas de solucéo e, depois, fazer a
escolha entra as opg¢des disponiveis.

Existem pelo menos dois atores envolvidos no processo decisério: o analista e o tomador da
decisdo. O primeiro é o responsavel pela analise do problema, estruturando-o e identificando todas
as interfaces com o sistema problematico. O segundo é o responsavel pelo processo decisorio,
assumindo as responsabilidades pela alternativa escolhida.

Cabe, neste momento, definirem algumas questdes concernentes a sistemas. Segundo Honigbaum
(1993) um sistema é um conjunto de componentes interligados, com vistas a realizar um fim
comum.

Ja a definicdo do Prof. Chinol apud Honigbaum (1993) ressalta a importancia da analise das
influ°ncias entre o0os componentes de um sisten
de uma organizacao e sujeitos, por essa razao, a interacdes mutuas.

Pereira (2004) unifica em uma definicdo de sistema 0s conceitos importantes de outros autores e

incl ui a necessidade da an8lise conjunta dos
determinado de elementos ou componentes discretos, interconectados ou em interacdo dinamica,
organizados e agenciados em funcdo de um objetivo, fazendo o referido conjunto, objeto de um
controle. o

Um sistema pode ser entendido também como um conjunto de elementos interdependentes e
interagentes inseridos em um ambiente; um grupo de unidades combinadas que formam um todo
organizado e cujo resultado é maior do que o resultado que as unidades poderiam ter se
funcionassem independentemente.

Pontes (1991) destaca que pode haver definicdes de sistema de acordo com a area de analise. Ele

cita Pereira (1988) que define sistema no can
coisa capaz de pdr em execucdo um processo operacional, onde alguma coisa é operada para
produzir alguma coi sahn

Considera-se ambiente ou meio ambiente tudo que ndo estd incorporado a estrutura intrinseca do
sistema.

A figura 1 a seguir expde resumidamente, como € constituido um sistema, 0s seus componentes e
como esté inserido no meio ambiente.

Ligacdo entre componentes ou interface

: Limite do Sistema
de constranaimento

eio Ambiente

Componente <

Figura 1 - Representacdo simbolica de um sistema. Fonte: Sucena etal. (2005).
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Agosti (2003) salienta que os elementos de um problema de deciséo sao:

a) As alternativas: S&o as possiveis solu¢fes do problema.

b) Os estados da natureza: S&o as ocorréncias futuras que podem influir sobre as alternativas,
fazendo com que elas possam apresentar mais de um resultado.

c) Os resultados: Sdo as consequéncias das alternativas. Uma alternativa pode ter mais de um
resultado. E preciso selecionar os resultados relevantes para o problema em questao.

As alternativas disponiveis para o tomador de decisdo sdo resultado da avaliacdo de fatos que
compdem um problema, que por intermédio de métodos de organizacdo, transformam-se em
informacdes. Esses passos, quando executados em sequéncia logica, redundardo em conhecimento,
que quando acumulados em uma base de dados, servirdo para subsidiar outras decisfes no futuro. A
figura 2 apresenta cada etapa dessa sequéncia até a obtencdo do potencial competitivo empresarial.

DADOS I—> INFORMACOES » ALTERNATIVAS
POTENCIAL ~
COMPETITIVO CONHECIMENTO DECISAO

Figura 2 7 Passos para a obtencdo do potencial competitivo em uma organizagéo

Lachtermacher (2004) relata que no processo de tomada de decisdo deve-se considerar, em
conjunto, a intui¢do do decisor e as informacdes que determinardo as alternativas disponiveis para a
solugéo do problema. Estas informac6es sdo resultado do tratamento de dados que representam um
Ami ni mundoiA ou Amundo simb-1licoo.

A an8liseuddodmaonkilia a constru-mprobldm@real m mo

existente, como meio de analisa-lo e compreendé-lo, objetivando apresentar o desempenho que se
deseja. Um problema real é um conjunto complexo de variaveis que dita 0 comportamento deste e
que pode ser modelado, para efeito de analise, por uma estrutura simplificada Andrade (2000).
Ainda de acordo com o autor, essas variaveis podem ser categorizadas da seguinte forma:

1 De decisdo: definidas pelo analista como fornecedoras das informacfes que assistem a
decisdo;
Controlavel ou enddgena: é o resultado do processamento do modelo;
N&o-controlaveis ou exdgenas: sao valores externos ao modelo que representam as hipoteses
assumidas ou as condic¢des que devam ser respeitadas pelo modelo.

1
1

O processo de solucdo de um problema passa pela construcdo do modelo que o represente.
Lachtermacher (2004) expde este processo com cinco etapas: identificacdo do problema,
formulacdo do modelo, analise dos cenarios, interpretacdo dos resultados e implementacdo e
monitoracdo. Cada uma das etapas se liga a subsequente. A posterior retroalimenta a anterior para
reavaliacdo da fase executada. A experiéncia do analista se encaixa aos dados enviados na
retroalimentacdo, promovendo a melhoria do modelo. Este diagrama pode ser bem entendido
observando-se a figura 3.
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Identificacdo |»{ Formulagcdo |-»{ Analisedos |» Interpret.dos |# Implement.e
do Problema [¢| doModelo [¢| Cenarios [¢| Resultados [©| Monitoracio
. * A -y - »
~~~~~~~ Ny :::\ : /,_'_’_’__——"'_'_
Experiéncia
do Analista

< - Avaliacdo da etapa
Figura 31 Etapas para a solucdo de problemas. Fonte: Adaptado de Lachtermacher (2004).

De acordo ¢ Andr ade fase fii
principais:

9 Descricdo dos objetivos do estudo que auxiliara a solugdo do problema;

9 Caracterizacdo das alternativas disponiveis que balizardo a decis&o;

1 Identificacdo das limitacGes, restricdes e exigéncias que influenciam o problema.

om (2000), a

Na fase Aformula-«o do model oo ® o
matematicamente o problema. Também nessa fase o analista procura entender como é o problema
real para ©poder Atraduziro a realidade.
descricdo do problema, obtida na primeira etapa, e da percepgdo do analista quanto aos quesitos e
atores envolvidos.

As fases fnan8lise dos cen8rioso e fi
seja, verifica-se se 0 comportamento do modelo representa o problema real, considerando a
inexatiddo do processo. Geralmente faz-se isso se utilizando dados reais para verificar-se se ha
veracidade na reprodugdo do comportamento do problema.

A Ai mplementa-«o0 e monitora-«o00 do model o
pratica do dia-a-dia. Necessita-se entdo que o analista possa acompanhar a implementacdo e as
saidas obtidas apGs 0 processamento, para que sejam ajustadas as variaveis que estejam degradando
0s resultados.

Um estudo de PO serve para representar uma situacdo fisica por intermédio de um modelo. Um
modelo de PO pode ser definido como uma representacdo idealizada de um sistema organizacional.
Este sistema pode ja ser existente ou pode ainda ser uma ideia a espera de execucdo. Montevechi
(2000)

De acordo com Ackoff (1974) e Goldbarg et al. (2000), existem trés tipos de modelos que séo
utilizados na PO:

9 Icénicos: representam-se as propriedades dos objetos reais em escalas diferentes. Exemplos:
modelos expostos nos planetarios do sistema solar (escala reduzida) e modelo de atomo em
escala ampliada.

9 Analdgicos: usam um conjunto de propriedades para representar outro conjunto de
propriedades.

Exemplo: curvas de nivel num mapa analogo as elevacOes reais e representacdo de um
sistema elétrico por um hidraulico.
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9 Simbdlicos: utilizam letras, numeros ou outros tipos de simbolos para representar as
variaveis e as suas relacdes. Considera-se esse modelo como abstrato. Eles podem ser
representados por relagdes matematicas que refletem a estrutura do sistema real.

Andrade (2000) destaca que dependendo da forma de abordagem do analista e da natureza da
decisdo, os modelos podem ser classificados como:
1 Conceituais: estruturam as informacdes e as fases do problema de forma sequencial e ldgica;
 Heuristicos?: sdo utilizados quando a complexidade do problema néo possibilita a utilizacéo
de relagdes matematicas;
1 Simbdlicos ou Matemaéticos: parte do pressuposto que as varidveis do problema podem ser
quantificaveis.

Lachtermacher (2004) distingue trés tipos basicos de modelos:
1 Fisicos: sdo modelos que apresentam as caracteristicas fisicas do fendmeno ou objeto;
1 Analogos: sdo representagdes, geralmente graficas, que representam um fenémeno, tal como
mapas e escala de medidores;
1 Matematicos ou simbdlicos: onde as grandezas do fendémeno, e as suas relacBes, sdo
representadas por varidveis de decisdo, que na maioria das vezes sdo quantitativas.

4 - Modelos de Otimiza¢cdo na Programac¢do Matematica

Conceito intuitivo de Otimizar, segundo Lima Jr. et al. (2004):
Fiz o melhor que pude...

V Aimel hor 0 dRunzdo-objetivop e i t o
V Aique pu eeapRestriedés e atimizacio.

Os métodos de otimizacdo, neste caso, sao:

a) Programacdo Linear

E um caso particular dos modelos de programacao matematica, pois as variaveis séo continuas e
representam o comportamento do modelo (fungé@o-objetivo e restricdes) de forma linear.

Os problemas de programacéo linear ndo apresentam as seguintes expressdes: X" ( p ar a
log a (X) (para qualquer base a) e a* (para qualquer valor de a).

b) Programacéo ndo-linear
Se existe algum tipo de ndo-linearidade, tanto na funcdo-objetivo quanto nas restricbes. Existem
as programacdes matematicas Concava, Convexa e Quadratica. E possivel transformar os
problemas de programacao ndo-linear para linear, melhorando a qualidade do resultado devido a
eficiéncia desses algoritmos.

c) Programacéo inteira
Se alguma variavel ndo puder assumir valores continuos, ficando restrita a valores discretos.

2 - . x . . . A
Heuristica: Método de solucdo de problemas indutivo baseado em regras derivadas do senso comum ou da experiéncia de um
modelo teérico da matematica. Fornece uma base geral para a solugdo de problemas, contrastando com abordagens estritamente
algoritmicas, que nunca variam.
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UNIDADE 2 i PROGRAMACAO LINEAR

E uma técnica da Pesquisa Operacional utilizada para resolver determinada classe de problemas em
que se procura alocar recursos limitados a atividades ou decisbes diversas, de maneira 6tima
(solucdo dtima). Este tipo de problema aparece frequentemente nos setores de planejamento e
operacOes de industrias, empresas de transporte, 6rgdos governamentais etc..

Entende-se por solucdo 6tima aquela, dentre todas as solugdes viaveis, que produz o melhor (menor
ou maior, dependendo do problema) valor da funcéo-objetivo.

Os trés principais grupos de problemas que podem ser resolvidos por Programacgéo Linear sdo 0s
seguintes:

a) Misturas de ingredientes com composicdo e precos conhecidos, para atender a determinadas
especificacbes (de composicdo ou de estoque), a custo minimo ou lucro méximo. Utilizada para
balancear racGes para animais, refeicGes, abastecimento de comunidades ou tropas, utilizacdo
parcelada de combustiveis, lubrificantes, fertilizantes e corretivos, defensivos agricolas, perfumes e
cosméticos, ligas metalicas, no auxilio para as indudstrias de alimentos etc.

b) Transporte, distribuicdo ou alocacdo, em que se procura determinar as quantidades a transportar,
segundo as vias alternativas possiveis, a frequéncia ou periodos de transporte e as especificacdes
quanto a operacdo levando em conta os custos (fretes, riscos capital empatado, prémios e multas,
embalagem, armazenamento, capacidade dos meios etc.). Entre as areas de utilizacdo citam-se:
abastecimento, distribuicdo de produtos, transporte de cargas ou pessoas etc..

c) Programas de Producdo ou limitacdo de recursos nos setores agricolas, industriais ou de servicos,
como o seguinte modelo tipico: uma empresa oferece vérias alternativas de servicos ou pode
fabricar ou produzir varios bens; conhecem-se as quantidades de insumos necessarios para a
producdo de uma unidade do bem ou servico; conhecem-se as restricdes do mercado quanto aos
limites inferiores e superiores de producdo ou demanda do bem ou servico; conhecem-se as
disponibilidades dos insumos por parte da empresa; conhece-se o valor ou lucro unitario dos bens
ou servicos a serem produzidos; deseja-se obter o melhor programa de producdo que pode ser:
maximizar os lucros, maximizar o volume de producdo, maximizar ou minimizar o emprego de
determinado insumo, minimizar o tempo 0cioso de pessoas ou equipamentos etc..

17 Modelagem na Programacéo LineafPL)

Lisboa (2002) destaca que em um modelo matematico sdo incluidos trés conjuntos principais de
elementos:

9 As variaveis de decisdo e parametros: variaveis de decisdo sdo as incognitas a serem
determinadas pela solucdo do modelo. Parametros séo valores fixos no problema;

1 As restri¢bes: consideracdes sobre as limitagdes do sistema, o modelo deve incluir
restricBes que limitam as variaveis de deciséo a seus valores possiveis (ou viaveis);

1 A funcdo-objetivo: € uma funcdo matematica que define a qualidade da solugdo em funcgdo

das variaveis de decis&o.

Andrade (2000) destaca que € mais comum a solugdo de problemas baseando-se na PO utilizarem
modelos matematicos, que podem ser divididos em modelos de simulacéo e de otimizacdo (solugéo
analitica).
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Exemplos de Modelagem

Uma empresa que produz janelas e portas de polietileno, de alta qualidade, utiliza trés se¢6es na sua
linha de producéo:

1) Serralharia: produz estruturas de aluminio;

2) Carpintaria: produz estruturas de madeira;

3) Montagem: monta as portas e janelas.

Devido a reducdo drastica dos seus lucros, o diretor de producdo decidiu reorganizar o seu sistema
fabril, propondo produzir, somente, dois produtos que tém melhor aceitagdo entre os clientes.

Sdo eles:

V  Produto 1: porta de polietileno com estrutura de aluminio.

V Produto 2: janela grande de polietileno com estrutura de madeira.

A éarea de marketing concluiu que a empresa poderd vender qualquer dos dois produtos,
considerando a capacidade de producgdo disponivel. Como ambos os produtos partilham a secéo de
montagem, o gerente solicitou ao Departamento de Planejamento e Controle da Producéo a solugéo
deste problema.

O PCP para avaliar o problema, procurou os seguintes dados:

A) Qual é a capacidade de producdo, por minuto, de cada secdo a ser utilizada na producdo de
ambos os produtos?

B) Qual é a capacidade de producdo, por minuto, de cada secdo a ser utilizada para produzir uma
unidade de cada produto?

C) Quais sdo os lucros unitarios de cada produto?

Os resultados desses questionamentos estdo resumidos na tabela a seguir.

Secio Produto 1 Produto 2 quaci@ade
(porta) (janela) | disponivel
Serralheria 1 0 4
Carpintaria 0 2 12
Montagem 3 2 18
Lucro unitério (R$) 3,00 5,00

Modelagem:
X:Y Quant ipadutd lea sedabricar.
XY Quant ipltd)chutd Za sedabricar.

§“_JE"_“19 ______
Serralheria Y EX1 ¢4 i
i ia V¥ Restricdes de Producao
Carpintaria Y 12Xz ¢ 12 ! C c

Montagem Y 13X+ 2X, ¢ 18

"™@120,X,20 1 Restricdes Naturais (Producdo ndo-negativa)

EBXERBIERZ (Adaptado de Nogueira, 2007)
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Uma industria produz dois tipos de produtos, sendo que cada um consome uma certa quantidade de
horas para ser produzido em trés maquinas. Os tempos estdo expostos na tabela a seguir.

Produto / Tempo na Méaquina (h) A B C
1 2 1 4
2 2 2 2

O tempo méximo semanal de uso das maquinas é:

Maquina Tempo por Semana (h)
A 160
B 120
C 280

O lucro obtido por cada produto é:

Produto Lucro (R$)
1 1,00
2 1,50

Quanto se deve fabricar de cada produto, de modo que seja obedecida a capacidade operativa das
maquinas, com o maior lucro possivel?

Modelagem:
X Y Quantidade do produto 1 a se fabricar.
Y Y Quantidade do oduto 2 a se fabricar.
Funcdo-objetivo (maximo lucro):
MAXR=X+15Y
Sujeito a
2X + 2Y O 160 Y Restri-«o de Tempo na MS8q.
X + 2YYORd2®ri-«o dB Tempo na MS8q.
4X + 2Y O 280 Y Restri-«o de Tempo na M§q.
X, Y O O Y Restri-»w@megativllat urai s (Produ- «o

BXEWBIEIS (Adaptado de Nogueira, 2007)

Suponha que para construir uma casa popular por més, uma construtora necessite de 2 pedreiros e 4
serventes. Para construir um apartamento no mesmo intervalo de tempo, a mesma construtora
necessita de 3 pedreiros e 8 serventes. A construtora possui um efetivo total de 30 pedreiros e 70
serventes contratados. A construtora obtém um lucro de R$ 3.000,00 na venda de cada casa popular
e de R$ 5.000,00 na venda de cada apartamento e toda “producéo” da construtora é vendida. Qual é
a quantidade 6tima de casas populares e apartamentos que a construtora deve construir para que esta
obtenha lucro maximo.

| Qtd. de Funcionérios / Tipo de Edificagdo | Casa | Apart. |
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Pedreiro 2 3
Servente 4 8
Lucro de cada edificagéo:
Casa Apart.
| Lucro (R$) 3.000,00 | 5.000,00

Disponibilidade da mé&o-de-obra:

Disponibilidade
Pedreiro 30
Servente 70

Modelagem:
Q.Y quant i dapapelaresicenstraidass a s

QY quantidade de apartamentos constru2dos.

MAX M = 3.000Q; + 5.000Q;

Restricoes:
20:+3Q,0 30 Y Restri-«o de Pedreiros
40,+8Q0,0 70 Y Restri-«o de Serventes
Q0,0 0 Y Restri-»es -hgaivjr ai s (Produ- «o

FAZER Exemplos da apostila UNESA (Eduardo Leopoldino de Andrade): PROBLEMA 1 a3

Entdo, tem-se que a representacdo matematica de um problema de Programacdo Linear (PL) tem a
seguinte forma:

Otimizar a fungdo-objetivo (maximizar ou minimizar): Z = f (x, x,,3 ,X,)

- — ,%,3,6)0. 69
Sujeito a (restricdes do problema) Q0% % ¢ <
a3 01_ th

222222 1 2

a06%3 .00  Th,

Sendo:

Xj: variaveis de deciséo para j=1,2,...n;

bj: quantidade disponivel de um determinado recurso para j=1,2,...m;
n: quantidade de variaveis de decisdo do modelo de PL,;

m: quantidade de restricdes do modelo de PL;

(X1, X2,...,Xn): fungéo-objetivo do modelo de PL;

0j(X1, X2,...,Xn): restricdes do modelo de PL para j=1,2,...m.

Prof. Marcelo Sucena Pagina 17 de 73

n«o



Engenharias

‘%} Estacio CCE 1012 - Pesquisa Operacional | - 2017/2

Conforme citado anteriormente, o termo "linear” significa que todas as fun¢des definidas no modelo
matematico que descreve o problema devem ser lineares, isto €, se T(4.>%.3.>%,) e cada uma das

9(>£1>§’3’>9, para i de 1 até m, forem func@es lineares.

Considerando-se (4%, %) TCX+CX +. + G, Gi(X %0y X)) T84 + 5%, +.. 48X,
chega-se a seguinte representagdo matematica (FORMA PADRAO), utilizando-se as restri¢des, por
exemplo, como equagdes:

Min ou Max Z =¢x +C,X, +...+C X,
Sujeito as restricoes
a, X, +a, X, +..+a,X, =h
a, X, ta,X, +..+a,,X, =b,

4
ay X, ta, X, +..+a,. X, =b,,
Considerando que X;2 0 i=12,...,n

De acordo com Cintra (2007), um problema de programacao linear, na forma matricial, tem o
seguinte formato:

Min z=cx 5 g ©She &g ex, o
By B B g 48

sa v é u b o &, & U

e Y A= 8 &,y b=€10 (&0 - &0

= 2 < é..u é..u é..u

' Bl B Al &u U &

x20 mU & &

A matriz A contém os coeficientes das restricbes e é denominada matriz de restri¢cbes, o vetor b
contém os coeficientes dos recursos (termos independentes), o vetor ¢ é formado pelos coeficientes
da funcéo-objetivo e x é 0 vetor com as variaveis de controle ou deciséo.

O modelo do exemplo 1 pode ser representado, na forma matricial, como se segue:

Maximizar L = 3X; +5 X,

s.a.

X:¢4

2X, ¢ 12

3X1+2X, ¢ 18

X120,X,20
d 0g  ede

A:g() 23 b:glzgczggx:exig

8 2y el8y . 2!

Exercicio: Escrever os exemplos de modelagem 2 e 3 na forma de matriz.
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Pode-se também escrever um problema de PL na forma Canénica

Min Z =cx +C,X, +...+C X, Max Z =c¢ X +C,X, +...+C X,

Sujeito as restricoes Sujeito as restricoes
a11Xl+a12X2+"'+a1an2 bl a11x1+a12x2+"'+a1nxn ¢b1
a12><1+a'22>(2+"'+a‘2n><n2 b2 a12><1+a22><2+"'+a2n><n ¢b2
4 4
a'ml><l+amZ><2+"'+a‘mn)<n2 bm’ a't‘r‘\l)(l-|-aT1’\2>(2+"'+a'mn)(n q;bm’

Considerando que X, 2 0 para i =12,..n, Considerando que X; ? O para i =12.. 1,

Nessas expressdes, amn bm € €, S&0 numeros reais, X (i=1, 2, ..., ) sdo as variaveis de decisdo do
problema, n é o nimero de varidveis de decisdo, mé o numero de restricdes.

A Programagao Linear procura os valores de X, quando esses valores existirem, de modo a se
atingir o maximo ou o0 minimo da funcéo-objetivo.

As restrigdes indicam as limitagdes de uma maneira geral, sejam elas fisicas, de recursos humanos,
monetarias, sdcio-econémicas etc..

As constantes by, b,,..., by, devem ser positivas e representam o nivel maximo que se pode atingir
para cada um dos recursos.

2 - Operacdes para Adequacédo do Modelo deL.P

Apods a modelagem de um problema utilizando-se a programacdo linear, pode-se obter uma
estrutura que ndo esteja adequada. Sendo assim, é viavel saber como adequa-la sem perder as
propriedades matematicas do modelo original. As regras para adequacao sado:

A) Modificacdo do Critério de Otimizacdo: Min Z = -Max(-Z), ou seja, deve-se maximizar -Z e, ao
final, tomar o valor 6timo com o sinal trocado.

Exemplo: Min Z=c1 X1+ c2X2+ ... + caXnparaMax -Z= Ma x- c1XH & X2- ... - tnXn

B) Eliminacdo das Varidveis Livres: para variaveis de decisdo sem restricdo de ndo-negatividade
(variaveis irrestritas ou livres), como por exemplo X, pode-se introduzir duas novas variaveis nao-
negativas X6 O 0 e X006 O 0 e iXtd.izar a subst

Exemplo:

Max W = 3X; + 4X,
Sujeito a

5,0 15

3%, 0 3

X:0 0 ,ligre X
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X, ndo aparece na restricdo natural ou de ndo negatividade, e por isso, € considerada uma variavel
livre. Faz-se o seguinte:

Xz = Xz('j- Xz('j o)

Reescrevendo o modelo de PL tem-se:

Max W = 3X; + 4X,06- 4X,0 0
Sujeito a
5,0 15
3X,0-3X,0 6 O 3

X, X20 X0 6 O 0

Obs.: Se existirem duas ou mais variaveis livres podem-se substitui-las utilizando-se uma Unica
variavel auxiliar.

Exemplo:

Max W = 3X; + 4X; + 5X3
Sujeito a

5,0 15

3X, 0 3

2X;0 3

X100, X%;3livkes
X, = X501 vae Xz = X306-va

Max W = 3X; + 4 (X071 va) + 5 (X301 va)
Sujeito a

5,0 15

3(X0iva) O 3

2 (X361 va)O 3

X, Xo0 X350, v ayXylives e X

C) RestricGes em Igualdade: Uma igualdade pode ser convertida em duas inequacdes da seguinte
maneira:

Exemplo: a1 X1+ a2 X2=bparaai X1+ a2 X2¢ beai X1+ a2X22 b

D)Restri-»espadenTipor Oconvertidas em rsestri-:
inequacéo por -1.

Exemplo: a1 X1+ a2 X22 b para-ai1 X1-a2X2¢ -b
E) Eliminando uma Restricdo tipo Inequacéo (uso dos sinais >, 2, ow¢)

Para <ou ¢:

a1 X1+ a2 X2 ¢ b insere-se uma variavel auxiliar (neste caso de folga), ficando a1 X1+ a2 X2+ A; ¢ b,
sendoqueF12 .0

Para>ou?2:

a1 X1+ a2 X22 b insere-se uma variavel auxiliar (neste caso de excesso), ficando a1 X1+ a2 X2 - A;
¢b,sendoqueE;2 .0
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Exemplo:

Min Z = -4X; + 5X;
Sujeito a
Xi+2X,=3

X1 Xy 25

X120

A) Ma X-Z:Z4K1-@(2
B) Eliminacéo da varidvel livre: X; = X,01 X0 6
Substituindo no modelo matematico:

Ma x Z&F 455 - 5X,6+ 5X,0 6
Sujeito a

X1 +2X50-2X,0 6 = 3

X1 T X0+ X,0 5

X1, X20 , 20 &0

C) Transformando a 12 restri¢do de igualdade em duas inequacdes.

Max Z 6 -Z=4X; - 5X,6+5X,6 6
Sujeito a

X1+ 2X,0- 2X,0263

X1+ 2X,06- 2X,0 163

X1 T X0+ X0 65

X1, X206 , 26 &0

D) Transformando as restri¢cdes de 2 para ¢:

Ma x ZZ&F 455 - 5X,6+ 5X,0 6
Sujeito a

- X1 -2X50 +,0 @3 X

X1 + 2X,0- 2X,0 @63

- X1+ X50- X6 65

X1, X206 , 26 A0

3 - Solucao Gréfica

A solucdo gréfica € utilizada para solugdo de problemas de PL simples com duas variaveis de
decis&o.

Inicialmente cabe relembrar como ¢é a representacdo de uma inequagdo. Uma desigualdade pode ser
representada em um plano cartesiano por um semi-plano, conforme figura a seguir que expde a
i nequa-«o0 2x etal,sBlly O 6 ( Souza
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AY

2utiy==6

Exemplo 1 (Adaptado de Souza et al.,s/d):

Max Z = 3X; +4X;

Sujeito a
2,5X; + X, 020
3X1 +3X, 030
Xy +2X; 016
X;0 0,0 H
18 Restricdo: 25X+ Xo= 20 Y,aXi=a 2X0/ 2,
A
Xz
Reta a
20
———
8
22 Restricdo: 3X;+3X,= 30 Y ,=0,aXf=a30/3%=10Y
A
X2
Reta b
10
10N\ ™
3 Restricdo: X3 +2X,= 16
X, A
Reta ¢
~
8 >
16 x

5 $=08X,¥20par a

p a1=a, XX=10

Y ,,=@,aXg=al6 W p a =, XX=16/2=8

X
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Como as restricdes deste problema de PL sdo dadas em forma de desigualdades, entdo a solucao
grafica do conjunto de restricbes sera um poligono convexo (ndo necessariamente fechado) que
recebe o nome de Regido de Solucdes Viaveis (R.S.V.). A solucdo étima do problema de
programacao linear sera um dos vertices desse poligono.

Um poligono € convexo se, por intermédio de um segmento de reta formado por dois pontos
quaisquer dento do conjunto convexo (R?), todos os seus infinitos pontos fazem parte deste
conjunto.

Exemplos:

Para este caso de maximizagdo, deve-se encontrar o ponto 6timo. Comeca-se tracando a reta que
anula a funcdo-objetivo, ou seja, a reta que passa pela origem (X3 =0, X, =0e Z = 0) e que
corresponde a Z = 0, representando a situacdo mais desfavoravel; em seguida procura-se o vértice
do poligono pelo qual passa a reta paralela a reta tracada anteriormente, ponto esse que deve ser 0
mais afastado possivel (visto que o problema é de maximizacéo).

As equacdes de reta que representa Z = 0 e as paralelas que se destinam ao vértice mais afastado do

pol2gono convexo s«0 tamb®m conhecidas como

A solucdo completa pode ser observada na proxima figura.

Xz

\19_
Solugio dtima
8_
N
O 1 B T X
h 16
. 8: 10 . . 1
™. " .
i ~
S
- Z maximo
L et os N Z=0
"
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Exemplo 2 da Modelagem (Adaptado de Souza et al.,s/d):

L u c r oMaXimizar Z = 3X; + 5X,
sujeito a
Serral hXi¢4
Carpi nt2X;¢12
Mo nt age3X1+2X2¢18
X120,X220

1) Identificar os valores de (X1, X2) que satisfagam todas as restri¢des (regido de solucdes viaveis).

2) X12 0, X,2 0 (restricdo natural) Y asolucio esta no 1° Quadrante.

3) X1 ¢ 4 (12 restrigio) Y asolucéo esta a esquerda ou sobre a reta X; = 4.

4) 2X, ¢ 12 (22 restricdo) Y X, ¢ 6 Y asolucio esta abaixo ou sobre a reta X, = 6.

5)3X 1 +2 X, ¢ 18 (3 restricio) Y asolucdo esta abaixo ou sobre a reta 3X; + 2X, =18.

6) Tracar a reta 3X; + 5X, = 0 e caminhar com outras, em paralelo, até atingir o Ultimo ponto
(solucao 6tima) da RSV.

A proxima figura expde, de forma grafica, os passos anteriores.

\A‘ Xo
33X, +2x%,=18
gl 1 2
\\‘\\\ X1:4
X, =6
6 2
~.. 1 \‘\Z\:36: 3% + 5%
2\_,\\
TT2-..20= 3%+ 5%
T : =t : . >
RN 2 47~ 6 X1 )
v~ 10= 3%+ 5%
.. 0= 3%+ 5%
O objetivo da Programacdo Li near ® deter mi nar , entre as sol
considerando o resultado da fungdo-o b j et i v o. Se for um probl ema

representa o menor valor da funcéo-objetivo; se o problema for de maximizacéo, procura-se o0 maior
valor.

Todo problema de Programacdo Linear parte de alguma hipdtese que sdo assumidas quando se tenta
resolvé-los. Quais séo (Lachtermacher, 2004):
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91 Proporcionalidade: o valor da funcdo-objetivo é diretamente proporcional ao nivel de
atividade de cada variavel de deciséo;

1 Aditividade: considera as atividades, representadas pelas variaveis de decisdo, do modelo
como entidades totalmente independentes, ndo permitindo que haja interdependéncia entre
as mesmas, isto é, ndo permitindo a existéncia de termos cruzados, tanto na funcéo-objetivo
como nas restricoes;

9 Divisibilidade: assume que todas as unidades de atividade possam ser divididas em qualquer
nivel fracional, isto €, qualquer varidvel de decisdo pode assumir qualquer valor fracionério;

1 Certeza: assume que todos os parametros do modelo sdo constantes conhecidas. Em
problemas reais, a certeza quase nunca € satisfeita, provocando a necessidade de anélise de
sensibilidade dos resultados.

Solucoes Possiveis

1) Solucéo o6tima Unica e finita: se a solugdo 6tima é finita e Unica entdo a solucdo esta em um dos
extremos do poligono convexo.

A X2 ~~.\\\\
T (X1, X2) 6timo

2) N&o ha Solucdo Viavel: quando ndo se consegue definir uma area que atenda a todas as
restricbes ao mesmo tempo;

LXZ

X1

3) Solucdo Otima llimitada: quando a funcio-objetivo pode crescer indefinidamente, isto é, ndo ha
nenhuma restri¢cdo que limite o seu crescimento;

A X2
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4) Multiplas Solugdes: quando a fungdo-objetivo recai sobre uma aresta do espaco de solugdo, isto
é, é paralela com uma restricdo limitante.

4 X2 A X2

“““““ Infinitos

(X1, X2) 6timos

Infinitos
(X1, Xp) 6timos
;Xl

Notar que as vezes uma ou mais restricdes nao participam da determinacéo do conjunto de solucgdes
viaveis. Elas sdo classificadas como redundantes, ou seja, quando ha a sua exclusao do conjunto de
restricdes em um problema de PL, o conjunto das soluc@es viaveis ndo se altera.

Existem alguns teoremas que sustentam os estudos sobre programacdo linear. Sdo eles:

17 O conjunto de todas as solugdes viaveis de um modelo de PL € um conjunto convexo.

2 - Toda solucdo compativel béasica do sistema linear de um modelo de PL é um ponto extremo do
conjunto de solugdes viaveis.

31 Se a funcdo-objetivo possui um Gnico ponto 6timo finito, entdo este é extremo do conjunto
convexo de solucdes viaveis.

47 Se a fungdo-objetivo assume valor 6timo em mais de um ponto do conjunto de solugdes viaveis,
entdo ela assume este valor para pelo menos dois pontos extremos do conjunto convexo e para
qualquer combinagdo convexa desses pontos extremos.

Prof. Marcelo Sucena Pagina 26 de 73



Engenharias

‘!} Estacio CCE 1012 - Pesquisa Operacional | - 2017/2

UNIDADE 3 - METODO SIMPLEX i PROBLEMAS DE MAXIMIZACAO
(baseado em Lisboa, 2002)

1 - Conceitos

O nome Asi mpl ex" est § rel acionado com o CoOo
geometricamente uma figura chamada simplexo, que é o equivalente aos poliedros no espaco e aos
poligonos no plano como citado anteriormente. Esse método pesquisa os Vértices do poliedro de
restricoes.

O método Simplex estd fundamentado nos seguintes teoremas:

1 O conjunto de todas as solugdes vidveis de um modelo de Programacdo Linear forma um
conjunto convexo.

9 Toda solucdo compativel basica do sistema de equacgdes lineares de um modelo de Programacao
Linear € um ponto extremo do conjunto de solugdes viaveis, isto é, do conjunto de convexo de
solugdes.

1 Se a funcdo-objetivo possui um o6timo finito, entdo pelo menos uma solucdo 6tima € um ponto
extremo do conjunto convexo de solugdes viaveis.

1 Se a fungdo-objetivo assume o 6timo em mais de um ponto extremo do conjunto de solucdes
viaveis, entdo ela toma o mesmo valor para qualquer ponto do segmento da reta que une esses
pontos extremos.

Resumidamente, o método Simplex é um algoritmo que permite resolver problemas de
Programacdo Linear. A ideia basica do método Simplex consiste em resolver repetidas vezes um
sistema de equac0es lineares para obter uma sucessao de Solucdes Basicas Admissiveis, cada uma
"melhor” do que a anterior, até se chegar a uma Gtima. Esta rotina estd representada na figura a
seguir.

Determinar uma
solucdo inicial
Viavel

Encontrou
solucdo Gtima.

E a solucéo
6tima?

¢néo

Verificar uma
solug@o melhor.
|

Solucdo Baésica: considerando-se um conjunto de m equacles linearmente independentes e n
incdgnitas, onde n > m, se define como solucdo basica a solu¢do para o conjunto de equacgdes em
que (n T m) variaveis sdo feitas iguais a 0 e as restantes sdo obtidas da resolucdo do sistema de
equacdes. (dos Santos, 2003)
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Exemplo (dos Santos, 2003):
X1+ Xo+3X3T 4%¥X5=6
X1+ 2Xo+2X3T 4 ¥2X5=2

m=2en=5.
Cada sol u-«o b 8si c aguais®0rq@ sa¢ denonzinadasvariaveis vae-lrasicg.v e i s

Por exemplo, X3,X4 € Xs. As outras, ou seja, diferentes de zero, séo classificadas como variaveis
béasicas.

Quando em uma solug&o bésica, pelo menos uma das variaveis basicas é igual a 0, entende-se que
essa solucdo é degenerada. Esta varidvel € chamada de varidvel basica degenerada.

A guantidade de solucbes basicas em um sistema linear é obtida pela seguinte expressao:

an n!

Q
%n@ rn(n m)!
Exemplo de solugdo por tentativas de avaliagBes das solugdes basicas (dos Santos, 2003):

Max Z = 20x; + 60x5
sS.a.

70x,+70x, 0 4900 !

90x1\+ 50x,0 4500 H_ls solucdeshasicas
2x10 80

30 180

X1,X2 O 0

As 15 solucBes basicas possiveis estdo expostas a seguir:

Nao bésicas Basicas Condicao Z
T, =0xa =0 | F; = 4900 F> = 4500 F; = 80 Fy = 180 Praticavel 0
xz =0F, =0 xy = TOFy = 1000 F3 = 80 Fy = —30 Impraticavel -
. =0F, =0 e = 90 Fy = 80 F; = —90 F} = —1400 Impraticavel -
r =0F;=10 0 =80 Impossivel -
—0F, =0 Fy = 802 = 60 Fy, = 700 Fy = 1500 Praticavel | 3600
xa =0F, =0 | Fy3 = —60F; = —1800 F; = 1802, = 70 | Impraticavel -
xe =0F =10 Fy = —-20F, = 14002, = 50 F; = 180 Impraticavel -

WO Col =] S O e O] BD| =
5
A

xe =0F; =10 Fy, =2100 Fs = 900z, = 40 F; = 180 f’raticzivel 800

xe =0F; =0 0 = 180 Impossivel —
10| =0F;=0 ) =25, =45 F; =30 F; = 45 Praticavel 3200
11 | FA,=0F;=10 ay = 40xy, = 30 F; = —600 F; = 90 Impraticavel -
12| Fy =0F; =10 xy = 10@e = 60 Fy = 60 Fy; = 600 .T"I‘Elliﬂ:-fl\-’l’:l 3800
13| F,=0F;=10 ry = 40>, = 18 F) = 8B40 Fy; = 126 Praticavel 1880
14| F; =0F; =0 | &, = 16.Tx; = 60 F; = 46.7 F, = —466.6 | Impraticavel -
15| Fa=0F; =0 x) =402y, = 60 F; = —2100 F; = —2100 | Impraticavel -
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Como o objetivo é a maximizacdo da funcdo objetivo, verifica-se que a solugcdo bésica 12
proporciona o maior valor de Z e é, portanto, a solugdo 6tima.

Este tipo_de solucdo, dependendo do tamanho do modelo, torsa impraticavel Por isso, a
utilizacdo do algoritmo Simplex facilita a analise pela forma analitica quanto a possibilidade de
implementacdo em programa de computador, automatizando-se 0 processo.

Sendo assim, entende-se que: (dos Santos, 2003)

V Se um modelo de Programacdo linear possui uma Unica solucdo 6tima, entdo ela é uma
solucdo basica do sistema de equacBes lineares formado pelas restricdes do modelo
acrescidas das suas respectivas variaveis de folga.

V No caso de termos mais de uma solucdo 6tima, teremos sempre uma quantidade infinita de
solugdes Otimas, pois serdo 6timos todos os pontos que unem 2 vértices (pontos extremos)
adjacentes, ou seja, todos os pontos de um dos lados do espaco solucdo.

Para se trabalhar diretamente com o método Simplex, a representacdo matematica de um problema
de Programacdo Linear deve ser expressa na forma padrdo, ou seja, para um problema de

maximizacao tem-se:

V Todas as restricbes devem ser equacoes;
V BjO 0 j=12...m)
V Todas as variaveis de decisdo devem ser ndo-negativas.

O Simplex estd calcado na seguinte propriedade: Se uma solucdo basica € melhor que as suas
adjacentes, entdo ela é a solucdo 6tima. Por isso, resumidamente, as etapas do método Simplex sdo
0S expostos a seguir:

Etapa 1: Obter uma solucédo bésica praticavel inicial. Esta solucdo € obtida fazendo-se as variaveis
de decisdo como variaveis ndo-basicas, ou seja, iguais a 0. As variaveis basicas serdo as variaveis
de folga associadas as restricdes.

Etapa 2: Dada uma solucdo basica, testar se ela é melhor que suas adjacentes. Se for, ela serd a
solucdo 6tima.

Etapa 3: Se ndo for, ir para a melhor solugédo basica adjacente e voltar a etapa 2.

2 - SIMPLEX Tabular

Para a utilizacdo do método Simplex tabular (maximizacdo), seguem-se 0s seguintes passos
detalhados (adaptado de Andrade, 2000):

V Passo l:Introduzir as variaveis de folga, uma para cada desigualdade, transformando-as em
igualdades, ou seja, em equagOes lineares. Observar que essas inequacOes sdo do tipo
UTILIZACAO DO RECURSO O DISPONIBILIDADE. A insercdo da variavel de folga de
RECURSO muda essa inequacdo para uma equacdo do tipo UTILIZACAO + FOLGA =
DISPONIBILIDADE

V Passo 2:Montar um quadro para os calculos, colocando os coeficientes de todas as variaveis
com 0s respectivos sinais e, na Ultima linha, incluir os coeficientes da fungdo-objetivo
transformada.

V Passo 3:Estabelecer uma solugédo basica inicial, usualmente atribuindo valor zero as variaveis
originais (Variaveis ndo-Basicas) e achando valores positivos para as variaveis de folga (com Z,
formam o conjunto das variaveis basicas).
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V Passo 4:.Como a préxima variavel a entrar na coluna base, escolher a ndo-basica que oferece,
na ultima linha (a linha Z), a maior contribuicdo para o aumento da funcao-objetivo (ou seja,
tem o maior valor negativo). Se todas as variaveis que estdo fora da coluna base tiverem
coeficientes nulos ou positivos nesta linha, a solugéo atual € 6tima. Se alguma dessas varidveis
tiver coeficiente nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na solugdo sem aumentar o
valor da funcéo-objetivo. Isso quer dizer que temos uma solugdo 6tima, com o mesmo valor da
funcéo-objetivo.

V Passo 5:Para escolher a variavel que deve deixar a coluna base, deve-se realizar o seguinte
procedimento:

a) Dividir os elementos da ultima coluna (termo independente) pelos correspondentes
elementos positivos da coluna da variavel que vai entrar na coluna base. Caso nao haja
elemento algum positivo nesta coluna, o processo deve parar, ja& que a solugdo seria
ilimitada.

b) O menor quociente indica a equacdo cuja respectiva varidvel bésica devera ser
anulada, tornando-se variavel ndo-basica.

V Passo 6:Usando operagGes validas com as linhas da matriz, transformar o quadro de calculos
em um novo, de forma a encontrar a nova solucdo béasica. A coluna da nova varidvel basica
devera se tornar um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente a
varidvel que esta sendo anulada e 0 nas demais.

Para isso, deve-se aplicar o Método de Gauss-Jordam (pivotamento) como se segue:

a) O elemento pivé deve ser transformado em valor unitario: todos os elementos da atual linha pivo
(linha da variavel que deixou a base) sdo divididos pelo valor do piv6. O resultado dos calculos
forma a primeira linha da nova tabela.

b) As demais linhas devem ser obtidas seguindo-se a expressdo a seguir:

Novo valor = [linha pivd na tabela nova x (coef. da coluna pivo na tabela antiga x -1)]
+ linha antiga a mudar

V Passo 7Verificar se a solucdo obtida na iteracdo é a 6tima. Se for, deve-se parar 0 processo de

analise, sendo deve-se retornar ao passo 4 para iniciar outra iteracéo.

Exemplo 1 (adaptado de Lisboa, 2002):

Max Z =4x, + X,
Sujeito a
2443 ¢
2¢ +%, ¢8
%,% 20
Passo 1Introducdo das variaveis de folga.

2443¢+F =1
25>+, =€
>335, f, £=C

Passo 2Montagem do quadro Simplex.

Funcgéo-objetivo Transformada:

Prof. Marcelo Sucena Pagina 30 de 73



Engenharias

‘Q,:} Estacio CCE 1012 - Pesquisa Operacional | - 2017/2

Z:4>i+)§+0f1+0f2para Z-4x - %, -0f -0f,=0

Variaveis de folga Termos Independentes
Base X1 X2 < fl_ f2\ > \1)
2 3 T 0 12
I e Q- 1 8
Z 4 1 0 0 > 0

Coeficientes das /

Variaveis da Fungdo-objetivo

Obs.: A Linha que representa a Funcdo Objetivo, que aqui estd representada na Ultima linha do
quadro SIMPLEX, dependendo do autor, pode ser representada em outras posicfes, nao
modificando a forma de solucéo.

Passo 3Solucéo Inicial Bésica.

Encontra-se a Solugdo Inicial Bésica para montagem do 1° quadro Simplex assumindo-se as
varidveis ndo-basicas (varidveis de decisdo) como zero (X; = X, = 0), chegando-se af; = 12; f,=8 ¢
Z=0.

Varidveis ndo-Basicas: x; e X, (=0)

Variaveis Bésicas: fief,( | 0)
Variaveis de folga Termos Independentes
Base X1 X { fl fy > b
RN 2 3 T 0 S
N 2 1 0 1 .8
L Z> -4 -1 0 0 .0

Verifica-se que o resultado de Z ndo é o mais otimizado (Z = 0), e sendo assim, necessita-se
encontrar uma solugdo Gtima.

Lembrando entdo, para ratificar se essa é a solucdo 6tima, observa-se o quadro, especificamente as
varidveis nao-bésicas (fora da base) na linha Z:

1) Se todos os valores forem positivos ou nulos, a solugéo é 6tima e Unica;

2) Se aparecerem valores positivos e alguns nulos, a solu¢do é étima, mas ndo Unica, pois as
variaveis com valores nulos indicam que elas podem ser introduzidas na base sem aumentar o
valor da fungéo-objetivo; resumindo, indica que existe outra solugdo 6tima com o mesmo valor
da funcéo-objetivo;

3) Se aparecer algum valor negativo a solucdo ndo é a 6tima, devendo-se passar para 0 proximo
passo.

Passo 4Encontrar a variavel ndo-basica a se tornar positiva. Ela entrara na coluna base.

Prof. Marcelo Sucena Pagina 31 de 73




Engenharias

‘!?’ Estacio CCE 1012 - Pesquisa Operacional | - 2017/2

Qual a variavel que, saindo da coluna base, aumentaria mais rapidamente o valor da funcéo-
objetivo?

Quanto a varidvel ndo-bésica a se tornar positiva (que responda a pergunta anterior), devera ser
naquela solucéo:

1) igual a zero;

2) ter coeficiente menor ou igual a zero na linha Z;

3) possuir na sua coluna pelo menos um coeficiente positivo.

Sendo assim, escolhe-se a variavel ndo-bésica que contém o coeficiente mais negativo na linha
Z. Neste caso, X;.

Passo 5Encontrar a variavel basica que sera anulada. Saira da coluna base.

Para se definir a variavel bésica (f; ou f,) a ser anulada, deve-se calcular o quociente entre o seu
termo independente e o valor da coluna da variavel que entrou (x;), escolhendo a que tiver
menor valor ndo negativo. Neste caso, escolhe-se fs.

Paraf;:12/2=6
Paraf;: 8/2=4 |

Passo 6:Transformacao do quadro.

A linha de f, deve refletir agora o valor de x;

Passo 4 Coluna Pivé
— N\
Base (Xg ) 4] X2 f] f b
fy 2 3 1 0 12

f, (2 1 0 a 1 8

Z N\ AN\ 1 0 | 0 0
\ Passo 5 \ Pivd \Linha Pivo
No novo quadro cada elemento da linha pivé deve ser dividido pelo pivo.

Base Xy X2 f1 fa b
f 2 3 1 0 12
X1 22=1 1/2 0 1/2 8/2=4
z -4 -1 0 0 0

Para anular o coeficiente da linha pivd, transformando-se a coluna pivé em um vetor identidade,
devem-se anular os elementos desta coluna. Faz-se:

Novo valor = [linha piv6 na tabela nova x (coef. da coluna pivd na tabela antiga x -1)]
+ linha antiga a mudar

Ou seja:
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Novo valor = [novalinha x; % (antiga colunax; nalinha a mudar x -1)] + antigalinha f;
Para a 12 linha (f,), multiplica-se a nova linha (x;) por -2 (verificar que o coeficiente a se anular é 2)
e somando-se a linha antiga (f1), resultando na seguinte tabela:

Base X1 Xp fy f2 b
f1 [1(-2)]+2 [1/2 (-2)] + 3 [0(-2)]+1 [1/2(-2)]+ 0 [4 (-2)] + 12
=0 =2 =1 =-1 =4
X1 1 1/2 0 1/2 4
Z -4 -1 0 0 0

Para a ultima linha (Z), deve-se proceder da mesma forma, ou seja, multiplicando-se a nova linha
(x1) por 4 (verificar que o coeficiente a se anular € -4) e somando-se a linha antiga (Z), resultando
na seguinte tabela:

Base X1 X2 f f, b
f 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
7 [1(A]+(-4) [1/2 (4] + (1) O@®HI+0 | [12(4)]+0 | [4@AH]+0
=0 =1 =0 = =16
A tabela resultante desta etapa é:
Base X1 X2 Fi f, b
f1 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

Passo 7Verificar se a nova solugdo € 6tima.

Para verificar se essa solugdo € a 6tima, observam-se as varidveis ndo-béasicas (x; e x;) na linha Z:
4) Se todos os valores forem positivos, a solucaoténa e unica
5) Se aparecerem valores positivos e alguns nulos, a solugdo é 6tima mas ndo Unica.
6) Se aparecer algum valor negativo a solucdo ndo é a 6tima, devendo-se passar para 0 proximo

passo.
Base X1 X2 L fo b
fl ‘Q, 2 :0.1": - 1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
z 0 1 0 2 16

Sendo assim, x;=4; f1=4; x,=0; f,=0; e Z=16.

A proxima figura mostra a implementacgéo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo programa
Lindo (http://www.lindo.com)
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File Edit Solve Reports  ‘Window Help

D2 LR rREEE] Bl KD 2ER] (2

I Reports Window =] 3}, | 55 c: wWINDOWS! ESTACIOLL T

| t Primeiro exemplo do simplex da apostila HAX 4 x1 + x2 I
| LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 SUBJECT TO I
: OBJECTIVE FUNCTION UALUE 2 x1 + 3 x2 <= 12 !
: 2 %1 + %2 <=8 |
| 1) 16 . 868008 x1>=8 I
I x2 >= 8 I
UARIABLE UALUE REDUCED COST
1 %1 4._08080000 6.AB8800 END |
| X2 8.000000 1.000000 I
[ [
I ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES |
I 2) 4.0000800 6.000000
3) 8.000000 2.000000 |
[ n) 4.0000800 6.800008 I
I 5) 8.000000 6.000000 I
| No. ITERATIONS= 1 |
I I
12 | o 1
T T T T T T T RESULTADO T T T T T 7 T IMPLEMENTACAO
Exemplo 2 (adaptado de Lisboa, 2002):
Maximizar Z=1lxi+12x
sujeito a: x1+ 4 x2 ¢ 10000
5x1+ 2 x2 ¢ 30000
X1, X22 0
Passo 1Introducéo das variaveis de folga.
Maximizar Z=11x1+12x+0f,+0f;
sujeito a: x1+ 4 x2+ f1 ¢ 10000
5 x1+ 2 x2 + f2 ¢ 30000
X1, X2, f1, 22 0
Passo 2Montagem do quadro Simplex.
Base X1 Xo f1 fo b
f1 1 4 1 0 10000
f, 5 2 0 1 30000
Z -11 -12 0 0 0

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z. Se sim, a solugdo ndo ¢ a
6tima, devendo-se passar para 0 proximo passo.
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Passos 3, 4 e:®rimeira Iteracéo.

a) Variavel a entrar na base: x, (coluna com maior valor negativo na ultima linha * -12 *).
b) Variével a sair da base: f, (entre 0s quocientes 30000/2 e 10000/4, o Gltimo € o menor).
c) Dividir a linha piv6 pelo pivo (4).
d) Fazer: Novo valor = [linha pivo . (coef. coluna pivo . -1)] + coeficiente atual da linha a mudar

Base X1 X2 f1 fa b
1 4 1 0 10000
5 2 0 1 30000
-11 -12 0 0 0
Base X1 X2 f1 fa B
X2 1/4 4/4=1 1/4 0/4=0 10000/4=2500
fo [1/4 (-2)] +5 [1(-2)]+2 |[1/4(-2)]+0 [0(-2)]+1 [2500 (-2)] + 30000
Z [1/4 (12)]-11 | [1(12)]-12 | [1/4(12)]+0 | [0(12)]+0 [2500 (12)] +0
Nova tabela apds a primeira iteracdo:
Base X1 X2 f1 f b
X2 1/4 1 1/4 0 2500
9/2 0 -1/2 1 25000
-8 0 3 0 30000

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z. Se sim, a solucdo ndo € a
6tima, devendo-se passar para 0 proximo passo.

Passos 3, 4 e:Segunda Iteracdo.

a) Variavel a entrar na base: x, (coluna com maior valor negativo na tltima linha * -8 *).

b) Variavel a sair da base: f, (entre os quocientes 2500/(1/4) e 25000/(9/2), o altimo é o menor).
c) Dividir a linha pivé pelo pivo (9/2).
d) Fazer: Novo valor = [linha pivé . (coef. coluna pivod . -1)] + coeficiente atual da linha a mudar

Base X1 X2 f1 f, b
X 1/4 1 1/4 0 2500
fo 9/2 0 -1/2 1 25000
Z -8 0 3 0 30000
Base X1 X2 fy f b
x2 | [LCUA)] | [0.-U8)] | [U9.(-1a)] | [2/9.(-1/4)] [50000/9.(-1/4)]
+1/4=0 +1=1 + 1/4 =5/18 +0=-2/36 + 2500 = 10000/9
x. | @)02) | 0i©@R) | -12/(972) 1(972) 25000/(9/2)
=1 =0 =-1/9 =2/9 =50000/9
Z | L8] | [0.(+8)] | [-1/9.(+8)] | [2/9.(+8)] [50000/9. (+8)]
-8=0 +0=0 +3=19/9 +0=16/9 + 30000 = 670000/9
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Nova tabela apés a segunda iteracao:

Base | X1 | X2 f1 f, b
X2 0| 1 | 5/18 | -2/36 | 10000/9
X1 1|0 | -1/9 2/9 50000/9
Z 0| 0| 19/9 | 16/9 | 670000/9

Sendo assim, x; = 50000/9 = 5555,56; f; = 0; x, = 10000/9 = 1111,11; f,=0; e

Z =670000/9 = 74444,44.

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z: ndo, e sendo assim, como
aparecerem valores nulos, a solugdo é 6tima.

A proxima figura mostra a implementacdo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo programa
Lindo (http://www.lindo.com)

File Edit 3Solve Reports Window Help

INEREEIREERE R EEERENEERERE

2% Reports Window B [m F3Y § 3= WINDOWSESTACION
t Sequndo exemplo do simplex da apostila ﬂ HAX 11 %1 + 12 X2
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 SUBJECT TO
OBJECTIVE FUNCTION UALUE x1 + 4 x2 <= 100680
L ®x1 + 2 x2 <= 3joaoea
1) 7hhhh 45 x1 >= 8
x2 >= 8
UARTABLE UALUE REDUCED COST
X1 LLLL .GLLAG6Y 8.0000888 EHD
X2 1111.1116884 6.0800888
ROY SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2} 0.0600808 2. 111111
) f.08008088 1.777778
1) GGLL . GL546Y 0.p00008
5} 1111111084 8.0000088
HO. ITERATIOHS= 2
| | M o2l 1
RESULTADO IMPLEMENTACAO

Exercicio: Fazer pelo método Simplex os exercicios de modelagem e de solucdo grafica

3 - Problema de Degeneragao

Lembrando-se do que foi tratado anteriormente, quando em uma solucdo basica, pelo menos uma
das variaveis basicas € igual a 0, entende-se que essa solucédo é degenerada. Esta variavel € chamada
de variével bésica degenerada (VBD).

A saida de uma VBD provoca o aparecimento de outra VBD na préxima solugdo, sem alteracdo do
valor da funcdo objetivo. Esse acontecimento indica que existe, no minimo, uma restri¢cdo
redundante.

O exemplo a seguir apresenta um caso de VBD.
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Maximizar ~ Z =3x, +9X,

Sujeito a
X +4x, ¢8
X +2%, ¢4
%,% 20
Base | x; | X2 | fi | f2 | b
fq 1 4 1110 8
fo 1 2 0|1 4
Z 31910010
Base| x3 | x| f1 |fo| b
X A 1 Yo | 0] 2
fo %) 0 L1110
Z [-34]0 940 18]
Base| X3 | x| f1 | fo | b
X 0 1 1 ool 2
X1 1 0 -1 2 0
Z 0 [0 [32]3r2][18

47 Variaveis Artificiais

Como se sabe para se usar 0 SIMPLEX sera necessario passar o modelo para forma PADRAO e,
como tal, necessita transmoirgaal dodeasarievgmr & s i
de folga.

A obtencdo da solucdo basica inicial é simples quando se tem as restricbes do modelo como
d e s i g u &b araodemnatou Iifios topicos anteriores.

Mas quand 0 exi stem restri - Qeaparecenn varidveiseds iexgess@ totha d e s
coeficiente -1, em cada restricdo, ndo permitindo uma solucéo basica compativel.

Verifique o que acontece com o proximo modelo de PL.
Maximizar Z =6X - X,
Sujeito a
4x, + X%, ¢21
2%, +3%,213
X - %X, =-1
X, % 20

Observando-se o0 modelo anteriorpoden ot ar que a 20 e 30 resbre-»e
igualdade, respectivamente.

Nos casos deddesiegualdade i finexcesso,ineggativa, mearespecive i § v e |
restricdo, ndo se permitindo a obtencdo de solucdo bésica admissivel, pois a solucdo inicial, no
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exemplo anterior, teria como resultado a variavel de excesso da segunda restricdo igual a -13,
violando a restricdo natural (variaveis 0).

Para solucionar esse problema pode-se incluir uma variavel artificial ndo negativa em cada restri¢do
com desi @u atmtéa,dnes casos de igualdade. Cabe ressaltar que essa variavel nao
pertence ao modelo original.

Para se garantir uma solucdo bésica admissivel a seguir serdo apresentados dois métodos: duas fases
e Big-M.

5 - Duas Fases

O método esta estruturado em duas fases, que sdo:

Fase t

Em cada desigualdade Q0 subtrai-se a variavel de excesso e adiciona-se uma variavel artificial ndo
negativa. Para cada igualdade introduzir uma varidvel artificial ndo negativa. A nova funcédo

objetivo artificial é obtida somando os coeficientes das variaveis artificiais nas restricdes onde elas
existirem.

Cria-se um modelo de PL artificial, onde a fungdo objetivo é dada por minimizar (sempre
minimizar....) Q%(x) =B @, ou seja, a soma das variaveis artificiais adicionadas ao modelo, sendo
@ 18 "Qonde o menor valor possivel dado por @ 11! "QDessa forma se garante uma solucdo
bésica inicial.

Resolve-se 0 modelo de PL usando o SIMPLEX, considerando-se os seguintes resultados:

V Se o valor da fungéo objetivo artificial resultar em diferente de 0, entdo o problema de PL
nao tem solucdo viavelciente que pelo menos uma variavel artificial diferente de 0
significa que a restri¢do original ndo foi satisfeita.

V Se o valor da funcdo objetivo artificial resultar em O foi obtida uma solucdo basica do
problema original passando para proxima fase, desprezando-se as varidveis artificiais e
voltando a funcéo objetivo original.

Fase I

Usando os resultados da Fase | deve-se buscar a solu¢do bésica inicial. Retiram-se as variaveis
artificiais e abandona-se Q%(x), trabalhando com a funcéo objetivo original.

Exemplo 1:
Fase 1 Maximizar Z =6X - X,
Sujeito a
4x +x, ¢ 21
2%, +3X,2 13
X - % =-1
%,% 20
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Colocando na forma PADRAO pela inclusdo das variaveis de folga e de excesso, além de
transformar todos os termos independentes (b;) em positivos.

Minimizar Z- 6% +X, =0
Sujeito a
ax, +x,+f, =21
2x, +3x, - f, =13
- X tX =1
Xl'XZ’fl’sz O

Inserir as variaveis artificiais nas restricdes onde existam i =@du i 00 .

Minimizar Z- 6Xx +X, =0
Sujeito a
4x +x, +f, =21
2% +3%,- f,+f, =13
- XX+, =1
X5 X5 f1' fz’ fal’ faz 20

Esse modelo de PL é denominado relaxado ou artificial.

x1 |x2 |f1 |f2 |fal |fa2 |b
fl 4 1 1 |0 |0 0 21
fal |2 3 o |-1 |1 0 13
fa2 (-1 |1 0O (0 |0 1 1
Z 6 |1 0O (0 |0 0 0

Variaveis ndo bésicas: x1, x2 e f2 iguais a zero;
Variaveis bésicas: f1=21; fal=13;fa2=1
Montando a funcdo objetivo com as variaveis artificiais.

Minimizar  Za=f, +f,
Onde:

fa=13- 2% - 3%, +f,

for =14%- X%,

Assim Za=14- x, - 4%, + f,

- % -4x+f,=-14+Za

O novo modelo de PL artificial é:
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x1 |x2 |fl |f2 |fal |fa2 |b
fl |4 1 1 |0 |0 0 21
fal |2 3 0 -1 |1 0 13
fa2 |-1 |1 0O |0 |0 1 1
Za |-1 |-4 |0 |1 |O 0 -14
Z 6 |1 0 [0 |O 0 0

Deve-se entdo aplicar o Simplex até zerar as variaveis artificiais (fal= fa2 = 0), obtendo assim uma
solucdo factivel para o modelo de PL inicial.

x1 | x2 |fl |f2 |fal |fa2 |b
fl |4 1 1 |0 |0 0 21
fal |2 3 0 |-1 |1 0 13
fa2 | -1 |1 0 ([0 |0 1 1
Za |-1 |4 |0 1 0 0 -14
Z 6 |1 0 ([0 |0 0 0
Acolunai x 206 ® a coluna pivot, indi

cando que

Para verificar quem sai da base deve-se avaliar o menor valor entre 21/1, 13/3 e 1/1.

fa2 saira da base.

A nova tabela SIMPLEX ficara:

x1 | x2 |fl |f2 |fal |fa2 |b
fl |5 0 1 |0 |0 -1 20
fal |5 0 0 |-1 |1 -3 10
x2 |-1 |1 0 (0 |0 1 1
Za |-5 |0 0 |1 |0 4 -10
Z -5 |0 0 (0 |0 -1 -1
A coluna Ax10 ® a coluna pivot,

i ndi cando

Para verificar quem sai da base deve-se avaliar o menor valor entre 20/5 e 10/5.

fal saira da base.

A nova tabela SIMPLEX ficara:

x1 |x2 |[f1 |2 fal [fa2 |b
f1 0 0 1 1 -1 2 10
x1 |1 0 0 |[-1/5 |1/5 |-3/5 |2
x2 |0 1 0 |[-1/5 |1/5 |2/5 |3
Za |0 0 0 |0 1 1 0
Z 0 0 0 (-1 1 1 9

As variaveis artificiais fal e fa2 ndo sdo bésicas e, portanto, sdo iguais a zero. Isso indica que existe
solucdo factivel para o modelo de PL inicial. Assim, Za=0, como pode-se comprovar no quadro.

Fase 2
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x1 |x2 |fl |f2 b
fl |0 0 1 |1 10
x1 |1 0 0 |[-15 |2
x2 |0 1 0 |-1/5 |3
Z 0 0 0 |-1 9

A coluna Af20 ® a coluna pivot, indicando que

Para verificar quem sai da base ndo é necessario comparar 0 menor valor, pois o Unico possivel a
ser testado é 10/1.
f1 sairé da base.

x1 |x2 |[f1 |2 b
f2 0 0 1 1 10
x1 |1 0 1/5 (0 4
x2 |0 1 1/5(0 5
Z 0 0 1 0 10

A solucdo final é: x1=4; x2=5; f2=10; f1=0.
Como Z =6X%, - X,tem que Z=19.

61T M®t odo das PesMadl)i dades (fAbig

Uma alternativa ao método das duas fases ® 0 -MiobParagse garantir que as varidveis artificiais
se anulem na solucdo final, pois ndo pertencem ao modelo original, utiliza-se a funcdo objetivo
original com a adicdo de um termo -M (valor muito grande i big-M) que penaliza fortemente as
variaveis artificiais. Assim, enquanto as variaveis artificiais ndo se anularem a funcéo ndo atingira o
maximo possivel.

Para usar este método big-M devem-se seguir 0s seguintes passos:

1 - Acrescentam-se as variaveis de excesso e de folga nas restricdes do tipo 0Gd ou AD,
respectivamente, para torna-las equacdes;

2 - No caso de restricdes QD ou ficd e b i, @diciBna-se, para cada restricdo, uma variavel
artificial, ocorrendo, por isso, a violagdo das dessas restricdes. Esta violacdo é contornada fazendo-
se com que estas variaveis artificiais sejam iguais a zero na solucdo final. Isto é feito atribuindo-se
uma penalidade (coeficiente) M muito grande para estas variaveis artificiais na fungéo objetivo. A
penalidade serd entdo f+Mo para maximizacao, sendo M > 0;

31 Devem-se substituir as variaveis artificiais da funcao objetivo pelo seu valor tirado das equacdes
restritivas onde aparecem;

47 Aplica-se o SIMPLEX.

Obs: Se a variavel artificial for diferente de zero na solucéo final, o problema néo tem solucéo.

Exemplo:
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Maximizar ~ Z =6Xx, +8X,
Sujeito a
30x, +20x, ¢ 300
5x, +10x, ¢110
X 26
X,2 4
X, % 2 0

Colocando na forma PADRAO pela inclusio das variaveis de folga.

Maximizar ~ Z=6x +8x,+0f +0f,+0f,+0f,
Sujeito a
30x, +20x, + f, =300 (VARIAVEL DE FOLGA
5x, +10x, + f, =110 (VARIAVEL DE FOLGA
x - f, =6 (VARIAVEL DE EXCESSQ

x, - f, =4 (VARIAVEL DE EXCESSQ
X1’X2’ fl’ fz’ f3’ f4 20

Repare que dessa forma a solucdo inicial basica sera f1 = 300, f2 = 110, f3 = -6 e f4 = -4, sendo que
f3 e f4 violam a restricdo natural, tornando a solucdo inadmissivel.

Inserir as variaveis artificiais nas restricdes onde existam i = 6  ono male® driginal.

Maximizar ~ Z=6x +8x, +0f +0f,+0f, +0f, - Mf_, - Mf,
Sujeito a
30x, +20x, + f, =300
5x, +10x, + f, =110
X - f,+f, =6
X; - f4 + faz =4
Xi’XZ’ fl’ f2' f3’ 1:4’ fal’ fa2 2 O

Esse modelo de PL é denominado relaxado ou artificial.

x1 | x2 | f1 | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
f1 30 |20 |1 0 0 0 0 0 300
f2 5 10 |0 1 0 0 0 0 110
fal |1 0 0 0 -1 |0 1 0 6
fa |0 1 0 0 0 -1 10 1 4
Z 6 [-8 |0 0 0 0 M M 0

As variaveis basicas: f1=300; f2=110; fal=6 e fa2=4, ficando a fun¢éo objetivo como

Z=6.0+8.0+0f +0f, +0f, +0f, - 6M - 4M =-10M
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Para se anular os coeficientes das varidveis artificiais faz-se necessario multiplicar por TM as
equacOes onde aparecem as variaveis artificiais, ou seja, a terceira e quarta restricdes. O resultado

deve ser adicionado a equacgéo da funcéo objetivo.

fal -M 0 0O |0 |[M |0 [-M |0 -6M
fa2 0 -M 0O |0 |0 |M|O -M | -4AM
Soma fal+fa2 -M -M 0O |0 MM |[-M |-M |-10M
Z -6 -8 0O |0 |0 |0 |M M 0
NovoZ=Z+somafal faz |-6-M |-8-M |0 |0 M M |0 0 -10M
Remontando o quadro SIMPLEX, chega-se a:
x1 X2 fl | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
fl 30 20 1 (0 |0 |0 |0 0 300
2 5 10 0O |1 |0 |0 |O 0 110
fal 1 0 0 |0 |-1 |0 |1 0 6
fa2 0 1 0O |0 |0 |-1 |0 1 4
NovoZ |-6-M |-8-M (0 |0 |M |M |0 0 -10M
Quem entra na base? x2
Quem sai da base? 300/20, 110/10, 4/1, ou seja, fa2 (4/1)
x1 X2 fl | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
fl 30 0 1 |0 |0 |20 |0 -20 | 220
2 5 0 0O |1 |0 |10 |0 -10 | 70
fal 1 0 0O |0 |-1 |0 |1 0 6
X2 0 1 0O |0 |0 |-1 |0 1 4
NovoZ |-6-M |0 0O |0 |[M |-8 |0 8+M | 32-6M
Quem entra na base? x1
Quem sai da base? 220/30, 70/5, 6/1, ou seja, fal (6/1)
x1 X2 fl | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
fl 0 0 1 |0 |30 |20 |-30 |-20 |40
2 0 0 0 |1 |5 |10 |-5 -10 | 40
x1 1 0 0O |0 |-1 [0 |1 0 6
X2 0 1 0 |0 |0 [-1 |0 1 4
NovoZ |0 0 0O |0 |6 [-8 |[6+M|8+M |68

Quem entra na base? f4
Quem sai da base? 40/20, 40/10 ou seja, f1 (40/20)

| x|

x2 |

f1

| 12| 3 | f4 | fal | fa2 |
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f4 0 0 005 |0 |150|1 |[-150 |-1,00 |2
2 0 0 -050 |1 |-10 |0 |10 0 20
x1 1 0 0 0O |-1 |0 |1 0 6
X2 0 1 005 |0 |150|0 |[-150 |0 6
NovoZ |0 0 004 |0 |6 0 |-6+M | M 84

Obteve-se nessa iteracdo a solugdo Otima, pois os coeficientes das varidveis ndo bésicas sdo nao
negativos, com a seguinte resposta:

x1=6;x2=6;f1l=0;f2=20;f3=0;f4=2;fal =fa2 =0; K=84
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UNIDADE 4 - TEORIA DA DUALIDADE

17 Conceitos

A Andlise de Sensibilidade dos Coeficientes das Restricbes pode ser feita por intermédio da

avaliagdo da Dualidade.

Os problemas de Programacéo Linear podem ser de duas formas: o primal e o dual. Como os dois
tipos estdo relacionados, a partir da solucdo 6tima de um dos tipos, pode-se obter a solucdo 6tima

do outro.

O tipo Dual disponibiliza informagdes sobre questdes econémicas intrinsecas de um problema de

programacdo linear.

As duas formas estdo exemplificadas no préximo quadro, observando-se que as variaveis y sdo

Duais:

PRIMAL

DUAL

Max Z=c X +CyXy +C3X%g
sujeitoa

;1% Ta;pXp TagsXg ¢y

Qp1% tasXy taysXg b,

g% +tagyXp TagsXs ¢ by
X;20" j=1 2 e 3

Min W=b,y; +b,y, +b3y;

sujeitoa
2
Ay taoy, taz Yz < ¢
2
appyr tagy, tazys < C)

aizyy taygy, taggy; 2 C
jj20" j=1, 2 e 3

Os dois modelos genéricos, a seguir, representam, respectivamente, o tipo Primal e o Dual.

PRIMAL DUAL
n
Max Z=§ c;X; Mln W= abyI
> =t i=1
aa” j¢bi (izl,...,m aallyl CJ(J :1,...,|)
X 20" Y2 0" i

Os dois modelos numéricos seguintes exemplificam os dois tipos (da Silva, 2006).

DUAL

PRIMAL
Max  Z Z4x+ X,
Sujeitoa A
i g I
! 9)@ ‘X2'¢'18 \‘ Yl
“__“_L‘—‘>,—4—§|
\ 3% x‘¢12 Y,

Y 9% +3y, 2 4 X

SezC oo s-nT

A proxima tabela destaca a montagem pela forma matricial. (Andrade, 2000).
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PRIMAL DUAL
) ays 0
Max Z=( 2). %18 =Y, 0
CXo = aey o]
iaj &y 0
Sujeito a Min W=@8 15 20 8)& 2§
-al 59 gy 0
yl & Qo ~ al8d 30
Y- &@ 1oax0 35 0
& _ 90 8 ¢ @00 G4
Y3 } 8(; 2+ é%@ Sujeito a -
Ya- (i)% 1= aeylg
20 X,20 -8 250 6$y25 alg
:y%
5
¢Jax
120 y,20

Resumidamente, para construcao de qualquer DUAL, deve-se basear no seguinte resumo de regras:

PRIMAL (MAX) ————— | DUAL (MIN)
Restricion® O Y,O 0
Restricdo né = Yy € livre
Restricion® O Y.O 0

XnO 0 Restriciom® O
Xm € livre Restricdo mé =
XnO 0 Restriciom® O
DUAL (MAX) —————— | PRIMAL (MIN)

2 - Teorema Dual(baseado em dos Santos, 2000)

Avaliando-se os modelos genéricos anteriores, supondo-se que X; sejam valores praticaveis
(solucdes viaveis) para o modelo tipo Primal, e y; os valores praticaveis (solugdes vidveis) para o
modelo tipo Dual; multiplicando-se as restricdes do Primal por y; e somando-as; multiplicando-se as

restricbes do Dual por x; e somando-as; obtém-s e

Exemplo:

Para o Primal:

Ix1+%0 1BXx1yi+xy:O 1,8 vy
3x1+4% 0 12 1y+%Yy30 x%2

3X1 Yo+ X Yo+ 9X i+ X y10 1,8 12y,

Para o Dual:

w O Z.
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9y1+3y,0 By X+ 3y, %104 %,

Y1+ Y2 01, y1 Xo+ Y2 X2 O1 Xp

9y1 X1+ 3y X1+ Y1 X+ Yo Xo O4 Xy + X,

Observa-se que os lados direitos séo iguais nas duas inequacdes, desta forma:

18y;1+12y, 0 4+xx. . W O Z

Isso caracteriza que o valor da funcdo objetivo de uma solucdo praticavel (viavel) de um dos
modelos € um limite para qualquer outra solucéo praticavel (viavel) do outro modelo.

Qualquer solucgdo praticavel, incluindo a 6tima, para o Primal, serd menor ou igual a W; e qualquer
solucdo praticavel, inclusive a 6tima, para o Dual sera maior ou igual a Z. Concluindo-se que a

solucao 6tima serd aquela em que Z = W, como por exemplo, Max Z = Min W.

Sendo assim, o Teorema Dual é:

| Quando os modelos Dual e Primal possuem solucfes praticaveis, tem-se que Z 6timo = W 6timo.

Por conseguéncia:

Se um dos model os tem solu-«o0o -tima ilimijtada
ndo tem solucdo praticavel.

Observacdes:

A) O problema Dual do Dual é o Primal;
B) E indiferente a qual dos dois modelos se chama Primal. Normalmente, chama-se Primal
aquele que corresponde ao modelo matematico mais proximo do problema de deciséo.

As relacdes entre o Primal e o Dual séo:
Tomando-se 0s modelos de programacdo linear PRIMAL e o seu DUAL, e resolvendo-os pelo

SIMPLEX, deve-se observar os resultados na linha da varidvel a otimizar, destacando-se os valores
das variaveis de decisao e de folga. Veja o exemplo adiante.

PRIMAL DUAL
MAX Z = 3x; + 2%, MIN K = 100y, + 80y, + 40y,
sujeito a sujeito a
2X1 + X, 0100 2y1 + Y, +y3 O3
X1+ Xo 080 yitVyo 02
x; 040 yi OO0 parai=1,2¢e3.
xi OO0 parai=1e 2.

Solucdo do SIMPLEX do PRIMAL:
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Base X1 Xo fl fz f3 b
X, |0 1 -1 |2 |0 |60
f3 |0 0 -1 |1 |1 |20
X, |1 _lo 1 J1 Jo [20
Z 10 Jo i1 |1 [o [180

Solucdo do SIMPLEX do DUAL:

Base | vi | Vo |Va | fi[fo| b
Y1 1 0 1 -1 1 1
y, [0 __ | 1 -1 /1 |-2 |1

te e === ===7

Entdo, a correspondéncia entre os resultados do SIMPLEX é:

PRIMAL vd X1 |0 DUAL (Solugéo) vf f1 0
PRIMAL vd X2 |0 DUAL (Solucdo) vf f2 0
PRIMAL vf f1 1 DUAL (Solucéo) vd y1 1
PRIMAL vf f2 1 DUAL (Solucéo) vd y2 1
PRIMALVff3 |0 DUAL (Solucdo) vdy3 | 0
DUAL vd y1 0 PRIMAL (Solucdo) vffl |0

DUAL vd y?2 0 PRIMAL (Solucdo) vff2 |0
DUAL vd y3 20 PRIMAL (Solucao) vff3 | 20

DUAL vffl 20 PRIMAL (Solugdo) vd x1 | 20
DUAL vf f2 60 | PRIMAL (Solugdo) vd x2 | 60
Solucdo Z 180 | Solucdo K 180

Legenda: vd i variavel de decisdo vf i varidvel de folga

De acordo com Andrade (2000), o problema Dual, para modelos em que as restricdes sao

desigual dades do tipo O, ® constru2do a part:.i
1. Cada restricdo, em um problema, corresponde a uma variavel no outro;
2. Os elementos do lado direito das restricbes, em um problema, sdo os coeficientes da
funcéo-objetivo do outro problema;
3. Se 0 objetivo de um problema é maximizar, o do outro sera minimizar, e vice-versa;
4, O problema de maximiza-«o tem restri->
minimiza - « 0 tem restri-»es com sentido opos
5. As variaveis de ambos 0s problemas sdo ndo-negativas.
Exemplo 1:

Construir o modelo Dual a partir do Primal a seguir:

MAX Z = 4x; + 5%, + 3x3 (Lucro total)

sujeito a
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X1+ 2X, + 2x3 0100 (Matéria prima - quilograma)
6y + 6, + 4x5 O360 (Espago - m?)
8x1 + 4x, + 4x3 O400 (Mao de obra - Hh)
xiO0parai=1,2¢e3.
Valores Otimos: Z = 280, x; = 20, X, = 40, X3 =0
Modelo Dual:
MIN W = 100y; + 360y, + 400y3
sujeito a
y1+ 6y, + 8y O4
2y1 + 6Y2 + 4y3 QS
2y1 + 4y, + 4y3 O3
yiO0parai=1,2¢e3.
Valores Otimos: W =280,y; =1,y, =1/2,y3=0
Caso Especial:

Quando restrigdes sdo expressas por igualdades, a variavel Dual correspondente ndo tera restricdo
de sinal. A equacéo que representa a restricdo podera ser substituida por duas inequacdes, conforme
0 exemplo a seguir.

Exemplo 2:

Construir o modelo Dual a partir do Primal a seguir:
MIN Z = 3X1- 4X, + X3 - 2X4
sujeito a

2X1+X2+2X3+X4:lo
x3+2x4OlO

- X1 + X2 - X4 O5
2X1+3X2+X3+X465
2X1+3X2+X3+X4 020

X1, X2, X3 OO0
Xq4: Irrestrita em sinal

Para utilizar-se 0 modelo anterior, deve-se adequé-lo as regras da tabela das relacdes entre Primal e
Dual. Inicialmente, observa-se que para um modelo de minimizacdo deve-se transformar as
restri-»es para O ou =, ficando com:
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MIN Z = 3X1 - 4Xs + X3 - 2X4

sujeito a
2X1 + Xo + 2X3 + X4': 10 >>Yy;

- X3 - 2X4 O: 10 >>Yo

X1 - X2 +X4 O-5 >> Y3
2X1 + 3Xo + X3+ X4 Q5 >>Y,
- 2X1 - 3X2 - X3 - X4 O- 20 >> Vs

X1, X2, X3 O0

X4. Irrestrita em sinal

Sendo assim:

MIN Z = 3X1- 4X, + X3 - 2X4
sujeito a

2X + X+ 2x3+x,0 10>> ;y 0

2X1+X2+2X3+X4o 10>> 1Y’X3-QX1-X2-2X3-X4C’)-10>> 1y66
- X3 - 2X4 O- 10 >> 'y,

X1-X2+X4o-5 >>Ys3

2X1+3X2+X3+X4O 5 >> VY,

-2X1-3X2-X3-X40-20 >> Vg

X1, X2, X3 OO
X4: Irrestrita em sinal

Considera-se assim que y; = (y ©- y @) e sendo y; irrestrita em sinal, e observando-se a formagao
do modelo anterior em destaque, chega-se ao seguinte modelo Dual:

MAX W =10y, - 10y, - 5y3 + 5y, - 20ys
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sujeito a

2y1 +Vys3+ 2y4 - 2y§ 03 >> X1
Vi-VY3+ 3y4 - 3y5‘O- 4 >> Xo
2y1-Y2+Ys-Yys O1 >> X3
Yi-2Yo+Y3t+Ya-Ys=-2 >>X4

Y2, Y3 ¥4 Y5O 0
ya: Irrestrita em sinal

3 - Interpretacdo Econémica das Variaveis Duais
(baseado em Andrade, 2000)

Qual o significado do valor 6timo de uma variavel do modelo dual? E o limite que devo pagar por
uma unidade adicional do recurso associado a variavel.

Observando-se o exemplo 1 deste tdpico, verifica-se que:

a) 1kg a mais de matéria prima (primeira restri¢cdo) acrescenta $1,00 (y1 i variavel Dual associada a
primeira restricdo) a mais em Z,;

b) 1m? a mais de &rea (segunda restricdo) para estocagem acrescenta $0,50 (y, . variavel Dual
associada a segunda restricao) a mais em Z,;

c) Em relacdo a mao de obra (terceira restrigdo) o valor de y; associado € zero, ou seja, como existe
folga nesta restricdo ndo se esta utilizando toda a méo de obra disponivel e, devido a isso, ndo se
tem nenhum ganho em adquirir mais mdo de obra, mesmo sem custo, pois apenas sobraria mais
recurso.

Obs: Por terem este significado, os valores 6timos das variaveis do modelo dual sdo chamados de
valores implicitos ou precos sombra (shadow pricek

Observando-se a finalizacdo do Exemplo 1, da pagina 32, pelo resultado da tela do software Lindo,
nota-se que a coluna Dual Pricesrepresenta os valores de y; e y, obtidos com a solug¢éo do Dual.

Base X1 X2 f f, b
f1 0 2 1 -1 4
X1 I SR R 12 o | 12 4
Z 0 1 | 0 2 16

A proxima figura mostra a implementacéo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo programa
Lindo (http://www.lindo.com)
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@8/ LINDO
File Edit Solve Reports  ‘Window Help

DzEHe leerKe=g] Bl XA 2E2 (2

B ] B3, 2% o wWINDOWS  ESTACIO LT
MAX 4 =1 + x2

2= Reports window
I! Primeiro exemplo do simplex da apostila

I LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 SUBJECT TO

OBJECTIUE FUHCTIOHN UALUE 2 %1 + 3 %2 {= 12

2 %1 + %2 <= 8

|

|

|

| [

| 1) 16 . 868008 x1>=8 |

————————— 1 ®¥2 »= B

I varIaBLE UALUE :REDUEED COST | |

| X1 4.8000800 | 8.0p000A | END 1

I 12 0.0800808 | 1.080800080 : I

| P———————— - [

| ROW  SLACK OR SURPLUS | DUAL PRICES | I
I 23 4_008000 : 0.0680000

33 0.000000 | 2.800080 |

| 4) 4.000000 ~ T @.nogean |

I 53 0.000000 0.600000 I

| No. 1TERATIONS= 1 1

| I

12 | 1] I

N E T T T

RESULTADO IMPLEMENTACAO
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UNIDADE 5 - ANALISE DE SENSIBILIDADE

A otimizacdo é feita baseando-se nos coeficientes da funcédo objetivo (c,), nas constantes (bn,) e nos
coeficientes das restri¢des (amn). Esses valores sdo obtidos por intermédio da analise humana e, por
isso, sdo passiveis de erros, provocando incertezas ou desvios da realidade. Sendo assim necessita-
se avaliar o grau de dependéncia desses em relacdo a solucdo otimizada. Esse procedimento é
denominado Analise de Sensibilidade.

Avalia-se a estabilidade da solugdo otimizada baseando-se nos parametros amn, bm € ¢, conforme a
forma matricial exposta a seguir.

a1y a1 a1 | [By ] (1] EN
ag1 99 asn b o o
A= ' b= c= X =
| Gl p 2 - | D | = N

1 - Andlise de Sensibilidade dos Coeficientes da Funcao Objetifguantidade de produtos)

Por intermédio da Analise de Sensibilidade pode-se determinar qual o intervalo de variacdo dos
coeficientes da funcéo objetivo, sem que a solucdo otimizada seja alterada.

Exemplo 1 Adaptado de Nogueira (2007)

Funcéo objetivo:
MAX Z=X;+15X;

Sujeito a:
2X1+2X;0 160
Xi+2X, 0 120
4X:1+2X,0 280
X1, X, 0O 0
A tabela Simplex inicial é:
X1 X Fy F, Fs b
F1 2 2 1 0 0 160
F> 1 2 0 1 0 120
Fs 4 2 0 0 1 280
Z -1 -1,5 0 0 0 0
A tabela Simplex final é:
Xy Xz F1 ) Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
Xs 0 1 -1/2 1 0 40
F3 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

A solucdo otimizada é X;= 40, X,=40, f1=0, f,=0, f3=40e Z =100
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A) Qual o intervalo 6timo para ¢, (coeficiente de X;)?

Inicialmente ¢, = 1,5, fazendo-se c,” = 1,5 + p,, a nova fun¢éo objetivo fica:
MAX Z = X1 + (1,5 + p2) X

Tomando-se a tabela final do Simplex, observam-se a segunda e ultima linhas.

X1 X2 F1 F, Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Os valores obtidos sdo: 1/47 1/2p,O 0 e A9 20.+ 1 p
147 12p, 0 Q0 12p, O-1/4.p, O 1/ 4,&x 12/ 2 . p
12+1p, 0 0,0-12 p

-1/ 2,00 1/ 2

O coeficiente de X, pode entdo variarde ;' =1,5+ 1/2=2ac, =1,5-1/2 =1, ou seja, o intervalo
O0timoé1l cO . 2

B) Qual o intervalo 6timo para ¢, (coeficiente de X;)?

Inicialmente ¢, = 1 fazendo-se ¢;” = 1 + py, a nova funcéo objetivo fica:
MAX Z = (1 +py) X1 +1,5 X,

Tomando a tabela final do Simplex, observam-se a primeira e ultimas linhas.

X1 X F1 ) Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Os valores obtidos sd0: 1/4+1p; O 0 < p,D/ D .
1/4+1p;O 0,0-1/4 p

1/2-1p10 0p;0-12..psO0 1/ 2

-1/ 4,00 1/ 2

O coeficiente de X; pode entdo variardec," =1+ 1/2=3/2ac;” =1 - 1/4 = 3/4, ou seja, o intervalo
6timo e 3/40c¢;6 3Qou0,750¢c6 16

2 - Andlise de Sensibilidade dos Termos Independentes (quantidade de recursos)
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Por intermédio da Andlise de Sensibilidade pode-se determinar qual o intervalo de variacdo dos
Termos Independentes das Restricdes, sem que a solucdo otimizada seja alterada.

A) Qual o intervalo 6timo para b, (lado direito da sequnda inequacgéo)?

Relembrando:

Funcéo objetivo:
MAX Z=X1+15X,

Sujeito a:
2 X4 +2 X, 0160
X1+2X 0 120
4X,+2X,0 280

X, X0 0
X1 X F1 F, Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
z 0 0 1/4 1/2 0 100

Tomando-se X; +2 X, O 1+2p9

Podem-se analisar as seguintes inequacdes geradas a partir da tabela final Simplex:
40i1p, 0O 0, 40 O e ,490 0+ Re-pchégasean do

4071 1p, O O p2.0:40.. p2 040

40+1p2(? 020.-’40 P )

40+2p, O 0 ,0-40.2p, @ 20

Portanto, o intervalo 6timo é - 20 Op, 040

<
<

Vv

b i
-40 -20 40
B) Qual o intervalo 6timo para b, (lado direito da primeira inequacao)?

Relembrando:

Funcéo objetivo:
MAX Z=X;1+15X,
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Sujeito a:
2X1+2 X% O 160
X;+2X, 0 120
4%X,+2X,0 280

X, X0 0
X1 X Fy F, Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X, 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100
Tomando-se 2 X1 +2 X O 1+6p0
Podem-se analisar as seguintes inequacgdes geradas a partir da tabela final Simplex:
40+1p; O 07 1/2900 0 -8p;®00. Re-achégarsean d o
40+1p10’ 010.-40 P R R
401 1/2p; O Q0 1/2p;O-40..1/2p;O 4Q0. 80 p
40-3ppO 03p; O0-40..p;O 13, 33
Portanto, o intervalo 6timo é - 40 Op; 013,33
i i A
-40 13,33 80
C) Qual o intervalo 6timo para bs (lado direito da terceira inequagéo)?
Relembrando:
Funcéo objetivo:
MAX Z=X;+15X,
Sujeito a: .
2X;+2X,0 160
X;+2X,0 120
4X,+2%0 280
X1, X0 0
X1 X2 F1 F2 Fs b
X 1 0 1 -1 0 40
X; 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
y 0 0 1/4 1/2 0 100

Tomando-se 4 X1 +2 X, O 24809
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Pode-se analisar a seguinte inequacéo gerada a partir da tabela final Simplex:
40+1psO 0. Re-schetavsean d o
40+1psO0 0;0-40 p

Obs.: as outras inequacdes apresentam zero multiplicado pela variavel ps e devido a isso, variacao
ao infinito (b).

Portanto, o intervalo 6timo ¢ - 40 Op; OD .

v

-40

3 - Andlise de Sensibilidade nos Coeficientes das Restricdes (coeficientes dos recursos) e com
as insercdes de novas variaveis e/ou restricdes

Segundo Andrade (2000), para essas situacOes, considerando-se que esses valores podem afetar
diretamente a solucdo, isto é, fazer com que ela deixe de ser 6tima, ou até mesmo viavel, efetua-se a
analise do modelo de programacao linear com os novos valores das variaveis.

4 - Interpretacdo Econdmica dos Coeficientes do Simplex

1) Tomando-se o quadro Simplex do exemplo 1, observa-se que a solucdo 6tima é:

a. Variaveis Bésicas (na Base): x;=4; fi=4; e Z=16.
b. Variaveis ndo-Basicas (Fora da Base): x, = 0; f,=0.

Base X1 X2 f fa b
fy 0 2 10 -1 4
X1 11 1/2 0 112 4
Z 0 1 0 2 16

Observando-se o item b, ou seja, as varidveis fora da base, pode-se fazer a seguinte andlise de
sensibilidade:

Para xo:

Como x, = 0, considera-se que uma unidade sera disponibilizada, isto &, x, = 1, e devido a isso,
quer-se avaliar quais as variagdes que as varidveis bésicas terao.

O quadro final do Simplex da essa resposta.

(=

Base X1 X2 fu f
fy 0 2 T1: -1 4
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X1 1 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

a) Para 0 aumento de uma unidade de x, existem as seguintes variacdes para f1, X; e Z:

pfi=-2; 1ep1%X 2; 4 @Z =
Para f,:

Como f, =0, considera-se que uma unidade sera disponibilizada, isto é, f,= 1, e devido a isso, quer-
se avaliar quais as variag0es que as variaveis basicas terao.

O quadro final do Simplex da essa resposta.

Base X1 X2 B f, b
f, 0 2 i -1 4
X 11 1/2 0 1/2 4
z 0 1 0 2 16

a) Para o aumento de uma unidade de f, existem as seguintes variagdes para f1, X; e Z:

pfh= +13=-1p 2x; € @Z =
A solucdo 6tima indica que:

Para se obter um valor 6timo (méaximo) 16, necessita-se produzir 4 unidades do produto Xj,
observando-se que havera sobra de 4 unidades do recurso expresso pela restri¢do 1, ou seja, f; = 4.

Esse valor maximo é obtido sem a necessidade de produzir o produto x; (X2 = 0) e utilizando-se todo
0 recurso expresso pela restricdo 2, ou seja, ndo havera sobra (f,= 0).

Cabe entdo analisar qual a influéncia das variaveis fora da base (x, e f), pois elas resultam em
valores zero para obter-se 0 maximo de produtividade (Z=16). Os valores estdo disponiveis no
quadro Simplex, com o sinal trocado, ou seja, para Xz, -2, -1/2 e -1 e para f,,+1, -1/2 e -2.

Impondo-se 1 unidade a mais no produto x, (isto €, reducdo na disponibilidade), reduz-se a
producdo do produto x; em -0,5, restando 3,5 unidades, reduz-se a folga do recurso (diminui-se a
disponibilidade) f; em 2 unidades, sobrando 2 unidades e diminui-se o valor 6timo em 1 unidade,
sobrando 15 unidades.

Impondo-se 1 unidade a mais no recurso f (isto €, reducdo na disponibilidade), reduz-se a produgéo
do produto x; em -0,5, restando 3,5 unidades, aumenta-se a folga do recurso (aumenta-se a
disponibilidade) f; em 1 unidade, resultando em 5 unidades e diminui-se o valor 6timo em 2
unidades, sobrando 14 unidades.

O recurso 1 ndo apresenta qualquer variacdo, pois continua com folga na sua disponibilidade.

A (ltima linha do quadro Simplex, onde os valores devem ter o sinal trocado, representa 0 preco
sombra, pois denota qual serd a influéncia das varidveis fora da base na funcdo objetivo, ou seja,
para Xy, -1 e para f, -2. O preco sombra sera detalhado, mais adiante, no topico que trata do modelo
Dual.

Prof. Marcelo Sucena Pagina 58 de 73



Engenharias

‘Q,:} Estacio CCE 1012 - Pesquisa Operacional | - 2017/2

Outra analise de sensibilidade também pode ser feita: decrementa-se 1 unidade nas variaveis fora da
base, isto €, cresce 1 unidade na disponibilidade. O quadro final do Simplex apresenta esses

resultados, como na situacdo anterior, s6 que sem a alteragé@o de sinal. Devido a isso, o resultado da
analise e contrario ao anterior.
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UNIDADE 6 - PROBLEMA CLASSICO DE TRANSPORTE

1 - Modelagem

O Problema de Transporte constitui uma das principais aplicacbes da PL para auxiliar o
planejamento e a operacédo de transportes. O Problema pode ser formulado inicialmente da seguinte
forma:

Considerando-se o transporte de produtos de m origens, onde estao estocados, para n destinos, onde
sdo necessarios. Conhecendo-se 0s custos unitérios de transporte de cada origem para cada destino
(Cjj T custo unitario de transporte da origem i para o destino j), deve-se decidir quanto transportar de
cada origem para cada destino (Xj; T quantidade a ser transportada da origem i para o destino j), de
modo gastar 0 menos possivel, ou seja, minimizar o custo total de transporte. Cada uma das origens
e dotada de a; unidades disponiveis e, cada um dos destinos requer b; unidades, todos inteiros e
positivos. Considerar-se-a inicialmente que a oferta total é igual a demanda total, isto é:

aa, :ébj
1 1

O modelo matematico para este problema pode ser expresso da seguinte forma:

m

Minimizar:  z=g g C;X;

i=1 j=1

Sujeito a: i
a X, =b, (j=1,..,n)

Com: todos os Xjj ndo negativos e inteiros
Este modelo matematico pode ser representado em forma de tabular conforme exposto na tabela
1.1.

Tabela 1.1 - Representacdo do Problema de Transporte

DESTINOS
1 2 3 n Oferta
0 1 Cu ‘ Cuw ‘ Ciz ‘ o | C1n dj
R X1 X2 Xi3 Xin
| 2 Co ‘ Cx» ‘ Cx ‘ .. | Cop do
G X1 X2 X3 Xon
El m le ‘ Cm2 ‘ CmS ‘ Cmn dm
S ><ml xm2 Xm3 Xmn
Demanda by b, bs bn

Exemplo: Uma empresa tem fabricas em trés locais diferentes, que abastecem quatro armazéns
distantes uns dos outros. As capacidades das fabricas em certo periodo de tempo sdo 70,90 e 115 €
as necessidades dos armazens, no mesmo periodo de tempo, séo 50, 60, 70 e 95. Os custos unitarios
para cada encaminhamento fabrica-armazém estdo expostos na tabela a seguir.
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Tabela 1.2 - Tabela dos custos unitarios de transporte das origens para 0s destinos

Destinos
A B C D
1 17 20 13 12
S 2] 15 21 26 25
S 3 15 14 15 17

Figura 1.1 - Representacdo grafica do problema

Disponibilidades

q . Disponibilidades
as origens

dos destinos

70

Total = 275

Total = 275

Tomando-se como um problema de programacéo linear, a estrutura do problema anterior ficaria da
seguinte forma:

Minimizar custo = 17Xa + 20X1g + 13X c + 12X p + 15Xoa + 21X + 26Xoc + 25Xop+ 156X3a +
14X3g + 15X3c + 17X3p
Sujeito a

(Ofertas - Origem)

Xia+ X1 + Xic + Xip =70

Xoa+ Xog + Xoc + Xop =90

Xza + Xag + Xzc + X3p = 115

(Demandas - Destinos)

Xia + Xoa + X3a =50

Xig + Xop + X3 = 60

Xic + Xoc + X3c =70

Xip+ Xop + X3p =95

Xij 6 o0 (i = 1,2,3; j = A,B,C,D)
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A solucdo dos Problemas de Transporte, sem usar 0s conceitos de PL, passa por quatro etapas:

1. Determinacdo de uma solucdo inicial basica;

2. Teste de solucdo quanto a condicéo de 6timo;

3. Melhoria da solucao quando néo é 6tima;

4. Repeticdo das etapas 2 e 3 até se obter a solucéo 6tima.

2 - Métodos para determinacdo da Solucamicial
2.1- Método do Canto Noroeste

Comecando-se pela célula superior esquerda (canto noroeste), aloca-se a Xj; tantas unidades
guantas sejam possiveis, sem violar as restrigdes. Isto correspondera ao menor dos dois valores a; e
bi. Apo6s, continua-se o algoritmo deslocando-se para a célula imediatamente a direita se ainda
restar alguma oferta ou, caso contrario, para a célula imediatamente abaixo. A cada etapa aloca-se a
célula em consideragdo, tantas unidades quantas sejam possiveis sem violar as restri¢des: a soma
das alocagdes da linha i ndo pode exceder o valor de a; a soma da coluna j ndo pode exceder o valor
de bj e nenhuma alocacgao pode ser negativa.

Exemplo 2: Utilizando-se os dados do exemplol, determinar uma solucdo inicial utilizando o
método do Canto Noroeste.

A B C D Oferta

1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
50 20
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
40 50
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
20 95
Demanda 50 60 70 95

2.2- Método de Vogel ou Método das Penalidades

O método funciona da seguinte forma:
1. Calcula-se a penalidade para cada uma das linhas e colunas. Escolhe-se a linha ou coluna
gue apresenta a maior penalidade. Caso haja mais de uma, escolhe-se qualquer uma delas;
2. Aloca-se 0 maximo possivel de quantidade para a célula de menor custo da linha ou coluna
escolhida no passo anterior. Isso tornard a disponibilidade da linha ou coluna a qual tal
célula pertence, igual a zero. Eliminar esta linha ou coluna do restante do processo e
3. Repetir os passos 1 e 2 até que todos os transportes tenham sido realizados

Considera-se "penalidade de uma linha ou coluna” a diferenca positiva entre os dois custos de
menor valor na linha ou coluna.

Exemplo 3: Utilizando-se os dados do exemplol, determinar uma solucdo inicial utilizando o
método de Vogel.

Conforme descreve o primeiro passo, deve-se calcular as penalidades e identificar as
maiores.
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A B C D Oferta | Penalidade
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 1
(13-12)
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 6
(21-15)
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 1
(15-14)
Demanda 50 60 70 95
Penalidade 0 6 2 5
(15-15) | (20-14) | (1513) | (17-12)

As maiores penalidades estdo na linha 2 e na coluna B, pois essas obtiveram penalidades iguais a
seis. Deve-se entdo escolher entre a linha ou a coluna, pois as pontuacdes sdo iguais. Optou-se pela
linha 2. Nesta linha, a célula de menor custo é a que corresponde a coluna A (quinze). Aloca-se,
portanto, 50 para tal célula e elimina-se a coluna A dos passos seguintes. Devem-se entdo recalcular
as penalidades.

B C D Oferta | Penalidade
1 20 | 13 | 12 | 70 1
(13-12)
2 21 | 26 | 25 | 90 4
(25-21)
3 14 | 15 | 17 | 115 1
(15-14)
Demanda 60 70 95
Penalidade 6 2 5
(15-15) || (20-14) | (15-13) | (17-12)

A coluna B apresenta a maior penalidade (seis). Nesta coluna, a célula de menor custo é a que
corresponde a linha 3 (custo igual a 14). Aloca-se, portanto, 60 para tal célula e elimina-se a coluna
B dos passos seguintes.

D Oferta | Penalidade
1 12 | 70 1
(13-12)
2 25 | 90 1
(26-25)
3 17 | 115 2
(17-15)
Demanda 95
Penalidade 5
(1515) || (20-14) | (15-13) | (17-12)

As tabelas a seguir representam 0s passos seguintes até que todos os transportes estejam finalizados.
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Oferta | Penalidade

12 70 1
20 (13-12)

1

(26-25)

17 | 115 2

(17-15)

95

Penalidade

(25-17)

C Oferta | Penalidade
(1312)
26

-“
Il
5
50

Penalidade

0 i i
(15-15) || (20-14)

(26—25)
17 115 2
(17-15)
70 95
26 25
(26) (25)

D Oferta | Penalidade

13
(1312)

26
50 15 (2625)

15 17 115 2
55

70

Penalidade

25
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-

21

& Estacio

Penalidade

(17-15)

Penalidade

1515) (2014) (26)

A solucdo final esta expressa na tabela a seguir:

Tabela 2.3 - Solucéo Inicial

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95

3. Evolucéo para a Solugdo Otima partir do DUAL

Como se observou anteriormente, uma Solucdo Inicial é possivel ser obtida, mas ndo se garante que
ela seja a Solucdo Otima, necessitando-se verificar quanto a condi¢do de 6timo.

Baseado na solucdo DUAL, Dantzig desenvolveu um método para este teste. Os resultados da
dualidade servem para calcular os custos reduzidos do problema primal, que s&o analisados para
determinar se a solucdo é 6tima ou nao.

Necessita-se entdo verificar se a Solucdo Inicial pode ser melhorada. Por intermédio da tabela 2.3
que representa a solucdo inicial, devem-se identificar as varidveis basicas e ndo-bésicas. As
primeiras sdo identificadas pelas células que tém valores alocados e as segundas, o inverso.

Observa-se na tabela 2.3 que as variaveis basicas sdo: 1D, 2A, 2C, 2D, 3B e 3C. As variaveis ndo-
bésicas sdo: 1A, 1B, 1C, 2B, 3A e 3D. A seguir serdo descritos os passos para avaliacdo da
existéncia de uma solucdo melhorada.

1° passo: devem-se calcular as variaveis DUAIS gue sdo 0s pesos para todas as linhas e as colunas,
considerando que a soma entre 0s pesos de cada linha e de cada coluna é igual ao custo alocado na
respectiva célula (linha x coluna). Inicialmente atribui-se zero a uma linha ou coluna (geralmente a
primeira linha) que contenha uma varidvel basica. O exemplo a seguir demonstra a alocagdo deste
peso na linha 1 coluna D (célula com custo 12).

Prof. Marcelo Sucena Pagina 65 de 73



 estacio Engenharias .
hd CCE 1012 - Pesquisa Operacional | - 2017/2
A B C D Oferta Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 12

Os proximos pesos terdo a mesma sequéncia de calculo, conforme expresso na proxima tabela.

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 12

Seguindo esta forma de célculo chega-se a seguinte tabela de pesos:

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 2
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 12 13 12

2° passo: utilizando-se os valores dos pesos, calcula-se para cada variavel ndo basica a quantidade
expressa pela seguinte férmula:

Custo (linha x coluna) - peso da linha - peso da coluna

Calculando-se para a primeira variavel ndo basica (1A), temos o seguinte resultado:
Custo;a - Peso; - Pesoa=17-0-2=15

Para as demais linhas x colunas os resultados sao:

A B C D
1 17-0-2=15 20-0-12=8 13-0-13=0
2 21-13-12=-4
3 15-2-2=11 17-2-12=3
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Se todas as quantidades calculadas forem ndo negativas, a solucdo presente é a 6tima. Caso alguns
dos valores forem negativos, deve-se utilizar como referéncia para o proximo passo o valor mais
negativo. A célula que abriga este valor devera ser transformada em uma variavel basica no lugar de
uma das variaveis basicas da ultima solugo.

Neste caso a célula 2B obteve -4 como resultado, demonstrando a necessidade da continuidade do
processo para identificacdo da solucgéo 6tima.

3° passo: para saber quais das variaveis basicas devem ser substituidas pela variavel ndo bésica 2B,
deve-se montar um circuito de compensagdo entre as variaveis basicas, a partir da varidvel que
devera entrar e seguindo alternadamente na direcdo da linha e na direcdo da coluna, subtraindo-se e
somando-se o valor de entrada (em principio um valor X), até o retorno a variavel de entrada. Com
este procedimento as restri¢oes de linha e coluna ficam satisfeitas.

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 26 25 90 13
50 | X 4  al15X 25
3 15 | 14 | 15 || 17 115 2
60-X T—> 55+X
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 12 13 12

4° passo: escolher para a variavel que esta sendo transformada em basica (que contém X) o maior
valor possivel, sem tornar nenhuma variavel basica negativa. Esse valor corresponde ao menor
valor entre as células do circuito onde o valor de entrada (X) estiver sendo subtraido. Esta nova
alocacdo forma uma nova configuracao que pode ser a solucdo 6tima.

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
45 70
Demanda 50 60 70 95

5° passo: voltar ao passo 1 até que a solugéo seja 6tima.
Exercicio: complete o exemplo anterior seguindo os passos 1 a 5 até obter a solugdo 6tima.

Recélculo dos pesos
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A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 6
45 70
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 8 9 12

Identificacdo da negatividade da variavel ndo basica

A B C D
1 17-0-2=15 20-0-8=12 13-0-9=4
2 26-13-9=4
3 15-6-2=7 17-6-12=-1
Montagem do circuito
A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 267 25 90 13
50 | 15+X 425-X
3 15 | 14 § 15 17 |l 115 6
45-X 70 » X
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 8 9 12
Recalculo dos pesos
A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 26 25 90 12
50 40
3 15 | 14 | 15 17 115 5
20 70 25
Demanda 50 60 70 95
Pesos 3 9 10 12

Identificacdo da negatividade da variavel ndo basica
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A B C D
1 17-0-3=14 20-0-9=11 | 13-0-10=3
2 26-12-10=4 | 25-12-12=1
3 15-5-3=7

Verifica-se que ndo existem mais resultados negativos expressos na tabela anterior,
concluindo-se que a solucdo 6tima é:

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 40
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
20 70 25
Demanda 50 60 70 95
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UNIDADE 7 i PROGRAMACAO MATEMATICA

7.1 Caracteristicas 1 Material Externo

7.2 Modelos de Otimizagédo de Programacéo Linear Inteira i Material Externo
7.3 Branch and Bound Material Externo

7.4 Programacéo Dindmica I Material Externo

7.5 Analise por Envoltéria de Dados - DEA T Material Externo
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