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1. INTRODUCAO

Em engenharia, na maioria das vezes, pode-se descrever certo fenbmeno por
intermédio de um modelo matematico. Um Modelo pode ser entendido como a visao ou
cenario de uma parte de um todo maior e completo. Para Leal (1999) dente as varias
definicdes para Modelo Matematico a mais adequada é de que um modelo pode ser
formulado em termos familiares, tais como, expressdes numéricas ou formulas,
diagramas, graficos ou representacdes geométricas, equacdes algébricas tabelas,
entre outros.

Assim, para se modelar os fenbmenos de observacdo, utilizam-se os modelos
matematicos de dois tipos: deterministico e ndo-deterministico. O primeiro refere-se a
experimentos que apresentem resultados adequados a um padrdo matematico, onde
pequenos desvios ou erros ndo sdo consideraveis a ponto de alterar o modelo. O
segundo refere-se a modelos estocasticos, isto €, os resultados do modelo podem
apresentar desvios ou erros que alteram a condicao inicial do modelo, mesmo que se
conhecam as suas possiveis respostas, denotando-se certa aleatoriedade do
fendbmeno.

E natural que se associe os Modelos Estocasticos aos Modelos Estatisticos. Por isso,
cabe de destacar que os ultimos sédo divididos em Descritivos e Inferenciais. Os
descritivos envolvem coletas, apresentacdo, descricdo e caracterizacdo de dados; os
inferenciais consideram estimativas e testes de hipotese objetivando a tomada de
decisao sobre certo universo de dados.

Considerando-se entdo os experimentos em que os resultados ndo sejam previsiveis
antecipadamente, tais como langamento de uma moeda, jogar um dado, vida util de um
equipamento mecéanico etc., pode-se considerar como espa¢o amostral os resultados
possiveis destes. Sendo assim, toma-se o Espaco Amostral é o conjunto universo ou o
conjunto de resultados possiveis de certo experimento aleatorio.

Para exemplificar os experimentos aleatorios, considera-se uma moeda lancada.
Deduz-se que o Espaco Amostral = {cara, coroa}; para um dado jogado, Espaco
Amostral = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; para vida util de um equipamento mecéanico, Espaco
Amostral = [0, «). Nos dois primeiros exemplos, tomou-se 0 espago amostral como
finito; no ultimo, infinito.

Para tais experimentos, tem-se que 0 subconjunto de cada espago amostral é
denominado evento. Para o exemplo da moeda, evento 1 = {cara} e evento 2 = {coroa};
para o dado, podem-se considerar os resultados que sdo numeros pares, ou seja,
evento 1 = {2, 4, 6}; para um equipamento que dure ao menos 1 anos, mas hao
complete o segundo, tem-se evento 1 =[1,2).
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Tomando-se, entdo, os resultados de um experimento que pode ser listado pelo
Espaco Amostral (S) com os seus Eventos (E), observa-se que a probabilidade P de
certo evento - P(E) — compreende-se entre 0 e 1, isto é: 0 < P(E) < 1; Além disso, a
probabilidade deste espago amostral é igual a1 - P(S) = 1.

Nestes termos, uma Variadvel Aleatéria pode ser entendida como o resultado de uma
medicdo de algum parametro que pode gerar um valor diferente a cada medida, ou
seja, diz respeito a caracteristica do experimento que se quer estudar.
Matematicamente, ela € a funcdo que associa cada elemento de um espac¢o amostral a
um numero real. Por exemplo, se ao lancar uma moeda trés vezes, obtém-se o
seguinte espac¢o amostral: S = {(ccc), (kcc), (ckc), (cck), (kkk), (kkc), (kck), (ckk)}, sendo
c representando “cara’ e k, “coroa”. Para tal situacdo, imagina-se que se necessita
avaliar a quantidade de caras possiveis. Assim, a varidvel aleatéria X, que representa a
guantidade de “caras”, pode ser expressa da seguinte forma:

X =0 (nenhuma cara) {(kkk)}

x =1 (uma cara) {(kkc)(kck)(ckk)}
X = 2 (duas caras) {(kcc)(ckc)(cck)}
x = 3 (trés caras) {(ccc)}

Uma Variadvel Aleatéria Discreta assume cada um dos seus valores com certa
probabilidade, conforme a seguir:

X 0 1 2 3
P(X = x) 1/8 3/8 3/8 1/8

Sendo assim, uma Distribuicdo de Probabilidade € um modelo matematico que
relaciona certo valor da variavel em estudo com a sua probabilidade de ocorréncia.

As variaveis aleatérias podem ser classificadas em:
e Discretas (VAD) — a quantidade de valores possiveis, assumidos por X, for
contavel e finita. )

e Continua (VAC) — a quantidade de valores possiveis, el
assumidos por X, for formada por intervalos, ou seja, por b2

valores ndo-contaveis. Podem ser determinadas por |™*
medicao.

Plxg)

phxg)
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x

Para Variaveis Discretas (fig. ao lado), a probabilidade de que a variavel X assuma um
valor especifico x € dada por:
P(X=x) =P(x)
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Essa funcédo de probabilidade deve satisfazer as seguintes condicdes:
) P{x,} >0, para todo x;

i) 2 Pj=L.
i
Considerando-se Variaveis Continuas, as probabilidades sdo

especificadas em termos de intervalos, pois a probabilidade
associada a um numero especifico € zero, ou seja,

P{asxsb}:j:f(x)dx | - :

g

pPla<x<h]

Exemplos:

1) Para VAD:
a) Jogar um dado néao viciado (néao viesado):
S={1,2,3,4,5, 6}
X =1 se ponto for igual a 6
X =0 caso contrario
X={0, 1}

b) Jogar uma moeda até tirar uma cara:
X assume a quantidade de jogadas até tirar uma cara (incluindo-se a cara) -
X={1,2,3, ..}
X assume a quantidade de coroas até tirar umacara- X={0, 1, 2, ...}

c) Uso de certo veiculo durante 50 dias:

Possibilidade | . - 1o | Probabilidade

de uso diario Uso P(X) o
(X) Probabilidade
3 3 0,06 p(x)
4 ! 0.14 0,5 £,29,280
5 12 0,24 ’ 1 o,oé)'ﬁl H 0,08
6 14 0,28 0 T T T T = T T T T T - 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 10 0,20
8 4 0,08
2) Para VAC:

a) X distancia entre dois pontos positivos - X = [0,+o0[
b) X distancia entre dois pontos quaisquer - X = ]-o0,+o0[

Quando nos depararmos com situacbes em que as Vvariaveis aleatérias sao
dependentes umas das outras, ou suas distribuicbes de probabilidade mudam com o
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tempo, ou ambas as coisas acontecem; estudam-se tais situacdes baseando-se na
teoria de funcdes aleatorias, ou seja, na teoria de processos estocasticos.

Os termos processo estocastico e processo aleatdrio sao sinbnimos e abrangem toda a
teoria de probabilidades. Na pratica, entretanto, o termo processo estocastico é
reservado para quando o parametro temporal é introduzido.
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2. DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE DISCRETAS

2.1. DISTRIBUICAO BINOMIAL

A distribuicdo binomial, extensdo da distribuicdo de
Bernoulli, € adequada para descrever situacbes em que 0s
resultados de uma variavel aleatoria podem ser agrupados
em apenas duas classes ou categorias. Essas categorias
devem ser mutuamente excludentes, de forma que nao haja
duvidas na classificacdo do resultado da variavel nas
categorias e coletivamente exaustivas, ou seja, se nenhum
outro resultado for possivel para o experimento em questao.

E N&o é possivel exibir esta imagem no momento.

Por exemplo, certo produto, quando avaliado quanto a sua qualidade pode-se
classifica-lo por perfeito ou defeituoso; para certo questionamento a resposta pode ser
verdadeira ou falsa. Assim, sabendo-se que, por exemplo, a probabilidade de sucesso
em algum experimento € P(sucesso) = 0,4, a probabilidade de falha é P(falha) = 1-0,4 =
0,6.

Seguem, portanto, algumas premissas quanto aos experimentos:

V Considerar n repeticdes idénticas, onde n é uma constante;

V Hé& apenas dois resultados possiveis em cada repeticao: sucesso e falha;

V As probabilidades de sucesso (p) e de falha (1-p) permanecem constantes em todas
as repeticoes;

V As repeticbes devem ser independentes, ou seja, o resultado de uma repeticdo néo
€ influenciado por outros resultados.

A sua funcéo densidade de probabilidade, que representa a probabilidade p de certo
evento ocorrer exatamente x vezes, em n repeticdes, ou seja, que ocorra X Sucessos e
n — x falhas (ou insucessos), é dada por P(x) = (X”) p*Al-p)"™ parax=0,1,2,.,n,
onde (X”) representa a quantidade de combinacgdes de n repeticdes, x vezes, calculada

por (Xn): oo
x!H(n—x)!
As medidas caracteristicas dessa distribuicdo sao:
- Média ou Esperanca Matematica: E(x) = np
- Variancia: Var(x) = np(1- p)
- Desvio Padrdo: o= V Var(x)

Exemplos:

1) Certo componente industrial é utilizado em uma maquina embaladora sabendo-
se que had 30% de chance de funcionar mais de 600h. Se uma amostra de 10
componentes desses for testada, qual sera a probabilidade de que, entre eles, um
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funcione mais de 600h e que 3 funcionem mais de 600h. Determine a esperanca
matematica (meédia), a variancia e o desvio padrao.
n=10; p=0,30; 1-p=0,70

a) 1 funcione mais de 600h: x=1
|
(10) 100 3.628.800 _10

I —

S 1(10-1)!  362.880

P =(°) p'(l—p)'** =10x030'(0,70)° = 0121 =121%

b) 3 funcionem mais de 600h: x=3
(10) 100 3.628.800

3 —

= = =120
3(10-3)! 6x5.040

P =(2) p*-p)®* =120x030°(0,70)" = 0,267 = 26,7%
¢) Média: u=np=10x0,30=3

d) Variancia: az =np(l-p)=10x0,3x0,7=2,1

d) Desvio Padréo: o= o = 1,45

No Excel: Funcédo DISTR.BINOM (num_s,tentativas,probabilidade_s,cumulativo)
(para Excel v.2010)

Obs.: Caso a funcéao seja DISTRBINOM(num_s;tentativas;probabilidade_s;FALSO) a
expressdo para célculo da probabilidade é a apresentada anteriormente; para
DISTRBINOM (num_s;tentativas;probabilidade_s;VERDADEIRO) a expressao para

probabilidade seré: X _ _
P =3 (") pla-p)™
i=0

2) Considere que uma moeda € lancada 5 vezes seguidas e de forma
independente. Calcule a probabilidade de serem obtidas 3 caras nessas 5 repeticdes.
Determine a esperan¢ca matematica (média), a variancia e o desvio padréo.

n=5 lancamentos; p=0,50; 1-p=0,50
(5): 5! _ 120
7 36B-3) 12

=10

PE) =($) p*-p)** =10x050*(0,50)° = 0312 = 31,2%
c) Média: u=np=5x0,50=2,5

d) Variancia: 02 =np(l-p)=5x05x05=1,25

d) Desvio Padréo: o= o = 112
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3) Um engenheiro de producédo detém 15 acbes em uma carteira na bolsa de valores.
Supondo-se que o0 pregdo registrou queda de 75% das acdes na bolsa e que o
movimento das agdes pode ser representado por uma distribuicdo binomial, determine:

a) Qual a probabilidade que as 15 a¢fes da carteira tenham caido?

b) Qual a probabilidade que tenham caido de pre¢co exatamente 10 a¢cfes?

¢) Qual a probabilidade que treze ou mais a¢cdes tenham caido de preco?

n=15 quedas; p=0,75; 1-p=0,25

P5) = () p"(@—p)'*® =10x0,75'°(0,25)° = 0,0134 =1,34%
P(10) =16,5%

P(X >13) = P(13) + P(14) + P(15) = 23,6%

Exercicios:

1) Os sistemas militares de radar para deteccdo de misseis sdo concebidos para um
pais precaver-se de atagues inimigos. Uma questdo de confiabilidade é saber se um
sistema de deteccado sera capaz de identificar um ataque inimigo e disparar um alarme.
Considere que determinado sistema de deteccdo tenha 90% de probabilidade de
detectar um ataque de misseis. Use a distribuicdo binomial para responder as questdes
a seguir:

a) Qual a probabilidade de um Unico sistema de detec¢do detectar um ataque? R: 0,90
b) Se dois sistemas séo instalados na area e operam de forma independente, qual € a
probabilidade de pelo menos um deles detectar o atague? R: 0,99

c) Se trés sistemas ... de pelo menos um detectar? R: 0,999

2) Suponha que certa familia tenha 25% de probabilidade de ter um filho (M ou F)
louro, para 6 criangas, qual é a probabilidade que metade tenha cabelos louros?
n==6,X=3, p=25%, e 1-p=75% - R: 13%

3) A probabilidade de atingir um alvo em um unico disparo de arma de fogo € de 0,3,
gual é a probabilidade de que em 4 disparos o alvo seja atingido no minimo 3 vezes?
n=4,X23, p=30%, e 1-p=70% - R: 8,37%

4) Um engenheiro de producdo que esteja inspecionando uma area para fabricacéo de
pecas que serdo utilizadas em industrias metallurgicas selecionou, aleatoriamente, 10
unidades como amostra em universo que imagina-se ter 20% de pegas com problemas.
Qual é a probabilidade de que ndo mais que 2 pecas que sejam retiradas estejam com
defeito?

n=10, X <2, p=20%, e 1-p=80% - R: 67,78%
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2.2. DISTRIBUICAO DE POISSON

A distribuicdo de Poisson € uma aproximacdo da distribuicdo &
binomial, quando o nimero de repeticdes n é muito grande |
(tende ao infinito) e a probabilidade de sucesso p do evento,
em uma tentativa, € muito pequeno (tende a zero), mantendo-
se constante, finito e ndo nulo o produto entre n e p (média
dos sucessos). R

Essa distribuicdo pode ser utilizada para avaliar:

Chamadas telefénicas por minuto;

Carros que chegam ao estacionamento durante uma hora;

Pessoas infectadas por unidade de area;

Quantidade de pegas defeituosas observadas em uma linha de producdo em um
determinado periodo de tempo;

Quantidade de bactérias por unidade de area em certa lamina;

Modelagem de eventos ocorridos em um intervalo de tempo, quando os eventos
ocorrem a uma taxa constante;

V Acidentes por dia.

<K< L

< <

A distribuicdo de Poisson é adequada para descrever eventos onde existe a
probabilidade de ocorréncia em um campo ou intervalo continuo, geralmente tempo,
area ou volume. Por exemplo, podem-se avaliar as quantidades de acidentes por més,
de pecas defeituosas observadas em uma linha de producdo em certo periodo de
tempo e de carros que sao atendidos ou que chegam a um posto de pedagio.

A sua funcdo densidade de probabilidade para x ocorréncias (sucessos) em um
intervalo de tempo é
—Aq X
F(x) = e A
x!

Onde x=0,1,...; A é a quantidade média de sucessos

As medidas caracteristicas dessa distribuicao séo:
- Média ou Esperanca Matematica: E(x) =4
- Variancia: Var(x) = 1>

Em uma distribuicdo binomial quando o sucesso de certo evento € raro (p muito
pequeno e n muito grande) ha uma tendéncia para distribuicdo de Poisson. Na prética,
considera-se essa aproximagcdo quando n = 50 e p < 0,10. Entdo, neste caso, a
esperanca matematica - E(X) =nxp =2
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Exemplos:

1) Em certo tipo de veiculo ocorrem defeitos a uma taxa de 1 a cada 2000 metros.
Qual a probabilidade, em 2000 metros, de que um veiculo do mesmo tipo:

a) Nao tenha defeitos?

b) Tenha no maximo dois defeitos?

¢) Tenha pelo menos dois defeitos?

A = 1 defeito/2000 metros
X = quant. de defeitos a cada 2000 metros

-140
a) F>(x=0)=e0|1 — 36,8%
-140 141 -142
) px<2)=8 L &1 &1 _g1979
o 1 2
-140 141
c) P(x22)=1—P(x£1)=1—(eO|l +el|1)=26,4%

2) Certa peca com formato de cubo para ser fabricada necessita de chapas de plastico
de 10x10cm por face. Em média aparecem 50 defeitos por m? de chapa, segundo uma
distribuicdo de Poisson. Verifique:

a) Qual a probabilidade da placa apresentar exatamente 2 defeitos?

b) Qual a probabilidade da peca apresentar no minimo dois defeitos?

A = 50 defeitos/m® = 50/10.000 defeitos/cm?
Para chapa (face) de 10x10cm (100cm?) >> A = 50/10.000 defeitos/cm? x 100 =
0,5 defeitos/placa

x = quant. de defeitos em cada placa de 10x10cm (100cm?)

-0,5 2
a) P(x=2)=2 2?’5

=7,6%
b) A = 0,5 defeitos/placa x 6 faces = 3 defeitos/peca
e—330 e—331

_+_
0! 1

P(x>2)=1-P(x<1)=1—( ) =801%

3) Em uma central telefénica a cada 1 hora recebem-se 2 chamadas, em média. Qual é
probabilidade de, em uma hora, a central receber:

a) Nenhuma chamada.

b) Uma chamada.

c¢) Cinco chamadas.

A = 2 chamadas/h

Prof. Marcelo Sucena P&gina 9 de 36



, s _s Engenharia de Producéo
‘Q} Estacio Estatistica Aplicada a Engenharia - 2012/2

-210

a) P(x=0)= 22 -133%
—2'1

b) P(x=1) =22 - 271%
-2 n5

c) P(x=5)=65|2 — 36%

4) O corpo de bombeiros de um bairro recebe, em média, 3 chamados/dia. Qual a
probabilidade de receber:

a) Nenhuma chamada.

b) 20 chamadas por semana.

A = 3 chamadas/dia
X = quant. de chamados/dia

-3n0
e”3 _ 504
o

a) P(x=0)=

A = 3 chamadas/7 dias = 21 chamadas/semana
y = quant. de chamados/semana
e—212120

b) Py =20)==— " =87%

5) A probabilidade de um paciente sofrer reacdo alérgica por uso oral de certo
medicamento € de 1%. Qual é a probabilidade de 200 pacientes, quando submetido a
este remédio, ndo sofrer nenhuma reacéo alérgica?

Como n = 50 (200) e p = 0,10 (0,01) entdo E(X) = n x p = A =200 x 0,01 = 2, sendo
assim:

-2~0
Px=2)=2 2

=135%

Exercicios

1) O pessoal de inspecao de qualidade de uma fabrica que controla a quantidade de
falhas na fabricacao de fita adesiva plastica considera que, em média, ha uma emenda
a cada 50 metros fabricados. Admitindo-se que a distribuicdo de probabilidades da
guantidade de emendas é dada por Poisson, calcule a probabilidade:

a) De nenhuma emenda acontecer em um rolo de 125 metros. R: 8,2%

b) De ocorrerem, no maximo, 2 emendas em um rolo de 125 metros. R: 20,5%

c) De ocorrer, pelo menos, uma emenda em um rolo de 100 metros. R: 86,5%

2) Um departamento de consertos de maquinas recebe-se, em média, duas chamadas
para manutencdo por hora. Determine as probabilidades de, em uma hora, este
departamento receber nenhuma, uma, duas e nove chamadas.
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a) R:13,5% b)R: 27,1% c) R: 27,1% d) R: 0,02%

3) Uma fabrica de pneumaticos verificou que, ao testa-los nas pistas de prova, havia,
em média, um estouro de pneu a cada 5.000 km. Por isso, responda:

a) Qual a probabilidade de que num teste de 3.000 km haja no maximo um pneu
estourado? R: 87,8%

b) Qual a probabilidade de que um carro ande 8.000 km sem estourar nenhum pneu?
R: 20,2%

4) No Japéo acontece, em média, dois suicidios por ano numa populacdo de 50.000.
Em cada cidade japonesa de 100.000 habitantes, encontre a probabilidade de que em
dado ano tenha havido:

a) zero suicidio. R: 1,8%

b) um suicidio. R: 7,3%

c) dois suicidios. R: 14,6%

d) dois ou mais suicidios. R: 90,8%

5) Suponha que 400 erros de impressao sao distribuidos aleatoriamente em um livro de
500 paginas. Qual é probabilidade de que em uma péagina contenha:

a) nenhum erro. R: 44,9%

b) exatamente dois erros. R: 14,4%

6) O numero médio de acidentes por més em um determinado cruzamento no RJ é 3.
Qual a probabilidade de que em um determinado més ocorram 4 acidentes no
mesmo cruzamento ? R: 16,8%

7) Se um banco espera receber, em média, 3 cheques sem fundo por dia, qual
a probabilidade de num dia qualquer, receber:

a) 4 cheques sem fundo. R: 16,8%

b) no maximo 2 cheques sem fundo. R: 42,3%

c) 5 cheques sem fundo em dois dias consecutivos. R: 16,06%

8) Caminhdes chegam a um depdsito a razdo de 2,8 caminhdes/hora. Determine
a probabilidade de chegarem trés ou mais caminhdes:

a) num periodo de 30 minutos. R: 16,6%

b) num periodo de 1 hora. R: 53,1%

¢) num periodo de 2 horas. R: 91,8%

Prof. Marcelo Sucena P&gina 11 de 36



, s _s Engenharia de Producéo
‘Q} Estacio Estatistica Aplicada a Engenharia - 2012/2

3. DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE CONTINUAS
3.1. DISTRIBUICAO UNIFORME

Usada comumente nas situacbfes em que ndo ha razdo f(x4
para atribuir probabilidades diferentes a um conjunto de
valores da variavel aleatéria em um determinado intervalo
de tempo.

»

a X

Considera-se que uma variavel aleatdria continua X, definida em um intervalo [a, b],
tem distribuicao uniforme (figura a seguir) se sua funcéo densidade de probabilidade for
especificadaporf(x) =h=1/(b-a)

ParaX=[a b] = P@<X<b =1

E() = (a+b)/2
Var(x) = (b - a)*/ 12
Desvio Padrdo: o=\ Var(x)

Exercicio:

1) A dureza H de uma peca de aco pode ser pensada como uma variavel aleatéria com
distribuicdo uniforme no intervalo [50,70] da escala Rockwel. Calcular a probabilidade
de que uma peca tenha dureza entre 55 e 60. R: 25%

2) A distribuicdo da altura de plantas de Amaranthus hybridus, X, pode ser aproximada
por uma distribuicdo normal de média 29,7 cm e desvio padréo 2,7 cm. A probabilidade
de uma planta apresentar altura:

a) entre 29,7 e 32,0 cm? R:

b) acima de 32,0 cm? R:

c) abaixo de 30,0 cm? R:

3) Uma marcenaria corta toras de madeira com comprimento que variam
uniformemente entre 30 cm e 90 cm. Determine:
a) A probabilidade de uma tora ter comprimento:

a.1l) maior que 80 cm; R:16,7%

a.2) entre 65 cme 70 cm; R: 8,3%

a.3) exatamente 75 cm; R: 0 (ndo existe area — apenas um ponto)
b) Para 1200 toras cortadas, qual é a quantidade esperada com comprimento maior
que 80 cm; R: 200 toras.
c) Sabendo que 90% das toras tém comprimento de k cm no maximo. Determine o
valor de k. R: 84 cm
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4) O tempo requerido para completar a montagem de um equipamento industrial, que
segue a distribuicdo uniforme, pode ocorrer entre 30 a 40 minutos. Determine:
a) A probabilidade de uma montagem requerer:

» Mais de 37 minutos para ser completado; R: 30%

* De 34 a 36 minutos; R:20%

« Exatamente 34 minutos. R: 0
b) Sabendo-se que 25% das vezes, o tempo de montagem é, no maximo, k segundos,
determine o valor de k. R: 32,5 min.
¢) Qual é a média e a variancia do tempo de montagem. R: 35 min./8,3

3.2. DISTRIBUICAO NORMAL

Também conhecida por distribuicdo Gaussiana, é
considerada de uma familia importante das
distribuicbes continuas de probabilidade, aplicavel
em muitas areas. De forma geral, retrata bem
fendbmenos cujo efeito final corresponde a soma
de mudltiplas causas ou é afetado por diversas
variaveis independentes (tipico de variaveis fisico
guimicas, socioeconbmicas, psicossociais etc.).

Uma variavel aleatoria X possui uma distribuicdo
Normal (ou Gaussiana) com média p (-« < p < =) e variancia o° (o > 0) se X possuir
uma distribuicdo continua com funcéo densidade de probabilidade dada por:

1 J[X-u}z

e2cs
o2n

A distribuicdo normal com média zero (4 = 0) e variancia um (o2 = 1) é denominada
distribuicdo normal padrdo N(0,1). A funcdo densidade de probabilidade de uma
distribuicdo normal padrao fica da seguinte forma:

f(x) =

f(x)= e 2

J2r

onde z =X~ (variavel Normal Reduzida)
(o)
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Para saber o valor da probabilidade utiliza-se a
tabela da distribuicdo Normal (a seguir) que
fornece a area acumulada até o valor de Z, ou

seja, P(0 < Z< z).

- — e

o 0 Z +0
= u
Exemplos:
1) P(-2,17<2<0)="?
0,4850 0,4850
217 0 BRI n 217 N

2) P(-1< Z<2)="?

0,4772 % 0,3413
_ . 7 . o
-00 - 2 +
-0 0 2 +00 1
P(-1< Z<2)=0,4772+0,3413=0,8185
3)P(Z>15)="?
0, 0,433
- o i = ~ ~
e 1.5 oo -0 0 15 +00

P(Z>1,5)=0,5-0,4332 =0,0668
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Uma vez calculada a variavel reduzida Z consulta-se a tabela da distribuicdo Normal
padronizada para identificar a probabilidade acumulada a esquerda de Z, ou seja, a
probabilidade de ocorrerem valores menores ou iguais a certo valor de Z consultado.

4) Testar para N(100,25):
a)P(100=x<106)=P(0<Z<1,2)=P(Z<1,2)-P(Z=<0)=0,8849 - 0,5000 =

0,3849

b) P(89 < x < 107)= P(-2,2<Z<1,4) = P(Z<1,4) - P(Z<-2,2) = 0,9192 - 0,0139
= 0,9053

c)P(112 <x<114) = P(2,4<Z<2,8)= P(Z<2,8) - P(Z < 2,4) = 0,9974 - 0,9918
= 0,0056

d) P(x2108) =P(Z21,6)=1-P(Z<1,6)=1-0,9452 = 0,0548

z | 00 |[om | o002 | 603 | o0 | 008 | 00 | 007 | 008 | 009
0,0 05000 05040 05080 05120 05160 0519% 05239 05279 0531% 05359
1) 05398) 05438 05478 05517) 05557 05596 05636) 05675 0574 05753
2| 08733 0AR32| 08571 QA0 05548 DAREY| 06026 06064 D6103] 06141
_::ii 06179 04217 04255 06293 04331 04348 06406 06443 045480 04517
n,-|| 04554| 04591 04628 Oabed) OATON O0ATIE OATFE| O8G0 0444 04T
ij 0,6915| 06950 DASES 07009 07054 OF08E| 07123 OTLST) 07190 07224
L)
0,

6| 07257 07291 07324| 0.7357| 07388 07422 07454] 0.7488) 07BIT| DT

07580 07611 O7ed2| G Tari| O.Fma| 07F734) 07Te4| O 7T54| O 7R23 0752
08| 07801] o7oe] 07998 orse7| o.7e9s] om02d| 08051 08078 08108 08133
0,9 08155 08186] 08212 06236 0.8264] 06285 0,8315) 0,8540| 0A345] 08365
1.0 08213 0a438 08451 08485 08008 DBASI1| 08554 08577| 0ARIE DAE2]
11| 043 0aesh 0Ae8E| 08708 asrzE-I oA74a%) 0.8770| 0.8750) 0.A8w0| DAB30
1.2[ ooeas cssss] poeoel ossor| csses] oacad] o892 oegeo| oasey] 006
_1%| 0,9032| 09048 09066 0082] 0.9098 0515 05131 05147] 09162] 03177
1.4 0m9z| o907 pIzez| 09236 09251 09265 0979 0,5282| 09306 0IFT
1.8 0333z| 09348 0a3n7| 09370 09382 09394 05406) 05418 DA42E| 0I4a1
1.6] 05452 02483 09474] ogapa| 0oa9E] posas] 09515 0.5525] 09535 09E4E
1,7| 0.3554] 0.95¢4] 09573] 09582 09591 09595 09608 0.9616] 09625 09633
18] 09641 0960 03656 09664 09671 09678 096Bs| 0,9683| 09698 0ITOE
1.9( 05713 0TI DIT2E| 0.5732| 0.9738) 0.9744| 0.ITI0| O5TE| DITE) DITET
2.0] osrr2[ oarre] oareal aores] oorea] ooren| oseaal osecsl osera osary
21| 09a21] ooeze] 09830] 0.9634) o.9838] 09842 0.8846] 0.5850) 0.9854] D.9BST
A;i 08&61| 09864] 0986E| 09871 09875 0,9678| 05681 05584 09657 09890
2.3| 09893| 09896 09898 09901 0.9504) D9G| 09908 09911| 0IFII] DIVE
2,-l| 05918 09420 09922 O9428) 09527 0992% 05931 05932 09534 095936
2.8] 09938] oosed 0g901] o994d| 09548 099ae] 05948 05949 08951 09952
A%{ 0,9953| 09555 09956 0.9957| 09958 09950 09961 05962 09963 09564
27| 09965 0996 099%67| 0.9968| 09968 DI 0.9971] 09972 09973] DIGT4
E,!l 03974 DISTH DA97TE G977 094%TF| DISTR| 05979 093973 D3%80 03981
2.5| 0.9901] oosaz| ogwee| oord| oosed] 09cad| 0.99es] 0.5985) 0958 0.9%as
3.0] 0.9987| 09987 0.9967] 0.9988| 09886 09965 0.8e8s| 05989 09590] 09590
3,1| 09990 09991 09991| 0999 0999 D9WE| 09992 05952 09593 093
3.2| 03993] 09993) 09994] 0.595d] 09594) D994 0.5994] 05958 09598] 0GR
_a:il 0.5995| 09998 09998] ooves| 09sve] D29ae] 05eve| 05ese| 0geme] navr
3.4| 0.9597| 09997 0.9997] 0.9957| 09897 0997 0.8997] 05957 09597] D958
3,5 09998 0.9598) 09998 0,9998| 09998 09598/ 0,9998 0,595 0.9598] 09598
3.6| 0.9998( 09538) 0.9999] 0.9999) 09595 DIV 0.9999| 05959 09995| DIIF
37| oswse| caves] oovss o] coves] paves| 099ss| osvs| o9vas pases
3.8| 05599 09090 0ovos] o.9o00| ooves] 0999 09909 05989 09598 oA
23,9 1o000] 1ocop] 100000 10000] 10000 10000 10000] 10000[ 10000] 10000

5) Considere que o peso de um rolo de arame seja normalmente distribuido com média

100 e desvio-padrao 10, ou seja, N(100,10). Entdo o peso (massa) esta em torno de

100 variando entre +£10.

a) Calcular qual a probabilidade que um rolo, retirado ao acaso da produgao, possuir

peso menor ou igual a 110.

,_ XK _110-100
c 10

=1
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Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
1.0-4>0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 | 08643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 Area=0,84

1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236, 0.9251 0.9265 0.9278 0.9292 0.9306 0.9319 =)

1,0 —
Probabilidade de ocorréncia de valores abaixo de :
P(x <110) = P(Z <110) = 08413 0.84
0,0

b) Calcular a probabilidade do peso do rolo ser maior que 111,67
,_X—u _1116-100

c 10
0.00 0.01 0.02 0.03 004 0.05 0.06 007 0..8 009

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 08554, 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 (0.8770) 0.8790 0.8810 6 880 0,123

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 (7896 0.8980 0.8997 0.9015

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 J

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9278 0.9292 0. 30 009309 0 1,16

P(x >1116) =1-P(Z <111,6) =1- 08770 = 0123

c) Calcular a probabilidade do peso do rolo estar entre

120 e 1307 2/,15%

| I

2,0 3,4

P(120 < x <130) = P(x < 130) — P(x >120) = P(Z < 3) - P(Z > 2) = 09987 — 09772 = 0,0215

6) Considerando-se um grupo de individuos que tenha o seu peso distribuido
normalmente com média 68 kg e desvio padrdo 4 kg - N(68,4). Determinar a propor¢ao
de individuos:

a) abaixo de 66 kg; P(X < 66) = P(Z < -0,5) = 0,3085

b) acimade 72 kg; P(X>72)=P(Z>1)=1-P(Z<1)=1-0,8413 = 0,1587
c)entre66 e 72kg. P(66 < X<72)=P(-0,5<Z<1)=P(Z<1)-P(Z<-0,5)=0,8413
- 0,3085=0,5328

Exercicio:

1) Uma fabrica de cimento produz sacos de 50 kg com variancia de 0,25kg?. Determine
a probabilidade de que um saco selecionado aleatoriamente tenha:

a) entre 50 kg e 51 kg; R: 47,72%

b) entre 49,5 kg e 50 kg; R: 34,13%

c) entre 49 kg e 51 kg. R: 95,44%

d) acimade 51,5 kg. R: 0,13%

e) abaixo de 48,75 kg. R: 0,62%

f) entre 50,5 kg e 51,5 kg. R: 15,74%

g) entre 48,5 kg e 49,5 kg. R: 15,74%
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h) abaixo de 48,5 kg ou acima de 51,5 kg. R: 0,26%

i) Em 1000 sacos saidos desta unidade de ensacamento, quantos serdo esperados co
m o peso entre 49,5 kg e 51,5 kg? R: 683 sacos

j) Calcule os limites, inferior e superior, do intervalo central onde existem 90% dos saco
s saidos desta linha de ensacamento. R: entre 49,1775 e 50,8225.

3.3. DISTRIBUICAO ERLANG

A distribuicdo Erlang foi desenvolvida para analisar a * TR
guantidade de chamadas telefénicas que poderiam ser . % oi8
feitas simultaneamente aos operadores das estacdes de |
comutacgdo. Ela € utilizada como extensdo da distribui¢éo

exponencial, especialmente quando o fendmeno aleatério é
observado ao longo de diversas fases as quais podem ser " N\
descritas, de forma independente, com distribuicbes << — .
exponenciais. Desta forma, a soma destas k distribuicbes exponenC|a|s de medla 1/)\ é
uma distribuicdo Erlang com parametros 1/A e k. A sua funcdo densidade de
probabilidade é dada por:

k-1 A—AX
F(x) = MAX) e
(k =1)!
Onde x=20,A >0 ek >0 inteiro.
A sua notacéo € Erl (k, A), E(x) = 1/ A e Var(x) = 1/()\2.k)

3.4. DISTRIBUICAO GAMA

Esta distribuicdo é uma generalizacdo da de Erlang, considerando-se que a quantidade
de exponenciais somadas nao precisa ser um numero inteiro. Seja X uma variavel
aleatéria continua que considere somente valores nao-negativos. Diz-se que X tem
distribuicdo de probabilidade Gama (gréafico ao lado), se sua funcéo de distribuicdo de
probabilidade for dada por:

f(x) = —(ocx) e
I'(r)
Ondex>0,r=21ea>0.
Os parametros a e r sdo denominados, respectivamente, de escala e de forma. Cabe
ainda ressaltar que a funcdo Gama (I') € definida por I' (n) = (n-1)! para n>0 (inteiro). A

funcdo Gama € uma generalizacdo da funcgdo fatorial. Em particular T (0,5) = Jr.

A distribuicdo de probabilidade Gama € bastante utilizada para anélise de tempo de
vida de equipamentos, de precipitacdo, de tempo de retorno de mercadorias com
falhas, do tempo para falha de um sistema e em testes de confiabilidade. A esperanca
e a variancia séo E(x) = r.a e Var(X) = r.a*. A notacéo para esta distribuicdo é Gama

(r,a).
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Existem, ainda, algumas propriedade especiais:

a)Ser=n/2ea=1/2, em que n é inteiro e positivo, esta distribuicdo € denominada
qui-quadrado com n graus de liberdade.

b) Ser=1, f(x) = ae ™ que representa uma distribuicdo exponencial.

3.5. DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

(K

Todo fenbmeno aleatério descrito por esta
distribuicdo se caracteriza pela total
imprevisibilidade e assimetria, mesmo que se "
conheca seu passado, por isso ela tem grande **

nE

aplicabilidade em sistemas de filas. Neste caso a ™

distribuicdo exponencial €& muito utilizada na ™ ;
modelagem de tempos decorridos entre dois ™ %
eventos, particularmente se estes forem causados

por grande quantidade de fatores independentes. v [ : " ' :

A distribuicdo Exponencial também é importante na teoria da confiabilidade, pois serve
para descrever as caracteristicas da vida 0til de certo componente, principalmente, 0s
eletrdnicos. Destaca-se ainda, para esta aplicacdo, que esta distribuicdo ndo tem
‘memoria”, isto €, pode ser usada para modelos de duracdo de vida que nao
desgastam com o tempo. Sendo assim, um componente novo ndo é mais confidvel do
gue outro que ja esteja em funcionamento.

A expressao que denota a densidade de probabilidade Exponencial, com parametro de
distribuicéo A, é dada por: i
f(x)=2\e

Ondex>0eA>1.
f(t) As medidas caracteristicas dessa distribuicao sao:
- Média ou Esperanca Matemética: E(x) = 1/ A

- Variancia: Var(x) =1/ A2
- Desvio Padrdo: o= Var(x)
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Obs.: ha forte relacédo entre a distribuicdo Exponencial e a distribuicdo de Poisson. Se
uma variavel aleatoria x de Poisson tem meédia de A ocorréncias em um intervalo de
tempo, entdo o intervalo de tempo T entre ocorréncias segue uma distribuicdo
exponencial e tem média de 1/A.

Exemplos:

1) Uma maquina opera, em meédia, durante 2 horas sem necessitar de paradas para
reajustes de configuragdo. Considerando-se que esse fendmeno possa ser
representado por uma distribuicdo Exponencial, qual é a probabilidade dela funcionar
durante 1h sem paradas?

P(x=1h) =7
EX)=1/A=2>>A=0,5
P(x = 1h) = e®>' = 0,6065 = 60,65%

2) O tempo de espera entre a solicitacdo de uma requisicdo ao almoxarifado de uma
industria e o atendimento €, em meédia, de 10 minutos. Considerando-se que esse
fendbmeno possa ser representado por uma distribuicdo Exponencial, qual é a
probabilidade de um pedido exceder 10 minutos?

P(x =2 10 minutos) = ?
E(x)=1/A=10>>A=0,1
P(x = 10 minutos) = 1 = 36,79%

3) Uma maquina falha, em média, uma vez a cada dois anos. Considerando-se que
esse fenbmeno possa ser representado por uma distribuicdo Exponencial, calcule a
probabilidade da maquina falhar durante o proximo ano.

P(x<1 ano)=7?
EX)=1/A=2>>A=0,5
P(x<1ano)=1-e%1=3935%

4) Um setor de manutencdo de uma fébrica registrou que certo equipamento, em um
ano, em média, teve 0,75 falha. Considerando-se que o tempo entre falhas siga
distribuicdo Exponencial, determine a probabilidade desse equipamento nao falhar no
préximo ano. P(x = 1 ano) = %" = 47 24%

5) Um componente eletrénico importante para o funcionamento do equipamento do
item 4 tem, em média, 10.000h de vida util. Considerando-se que esse fenémeno
possa ser representado por uma distribuicdo Exponencial, calcule a quantidade
estimada de componentes que apresentarao falhas em menos de 10.000h.

Prof. Marcelo Sucena P&gina 19 de 36



, s _s Engenharia de Producéo
‘Q} Estacio Estatistica Aplicada a Engenharia - 2012/2

P(x < 10.000 horas) = ?
E(x) = 1/ A = 10.000 >> A = 0,0001
P(x < 10.000 horas) = 1 - %%%"1 = 63 21%

6) ApOs quantas horas se espera que 25% dos componentes do item 5 tenham
falhado?

E(x) = 1/ A = 10.000 >> A = 0,0001
P(x>t)=e%1t=1_0,25=0,75
-0,0001.t = In(0,75) >>t = 2.876,82 horas

7) A bancada de testes de qualidade dos componentes eletrénicos citados no item 5
utiliza certo tipo de bateria descarrega, em média, a cada 7 dias para demanda normal
de servico. Tome que o tempo de vida util das baterias sao distribuidas
Exponencialmente, determine:

a) A probabilidade de uma bateria durar pelo menos 2 semanas;

b) A probabilidade de uma bateria falhar dentro de 3 dias;

c) A probabilidade de uma bateria durar de 3 a 4 semanas.

a) 7 dias = 1 semana
EX)=1/A=1semana>>A=1
P(x = 2 semanas) = e? = 13,53%

b) E(x) =1/ A =7 >> A =0,1428
P(x <3 dias) = 1-e%?%3=1.6515% = 34,85%

c) 7 dias = 1 semana

EX)=1/A=1semana>>A=1

P(3 semanas < x <4 semanas) = P(x <4 semanas) - P(x < 3 semanas) =
=1-e*-(1-e%%=0,9817 - 0,9502 = 0,0315 = 3,15%

8) Certo tipo de fusivel tem vida média de 100h e segue uma distribuicdo exponencial.
Cada um deles tem um custo de R$10,00 e, se durar menos de 200 horas, existe um
custo adicional de R$8,00. Sendo assim, determine:

a) Qual a probabilidade de um fusivel durar mais de 150 horas?

b) Foi proposta a substituicdo do estoque por outra marca que tem o dobro de vida
média, mas custa R$15,00, com o mesmo custo adicional. Verifigue se é viavel a
substituicdo da marca anterior?

a) E(xX) =1/ A=100 horas >> A=0,01
P(x > 150 horas) = e %%+1%0 = 22 319
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b) Custo total (CT) = Custo fusivel (CF) -> x = 200 horas
Custo total (CT) = Custo fusivel (CF) + Custo adicional (CA) -> x < 200 horas

Analise da 12 marca:

E(x) =1/ A =100 horas >> A =0,01

E(CT) = CF1.P(x = 200) + (CF1+CA).P(x < 200)

E(CT) = 10,00. e %929 1 (10,00 + 8,00). (1 - e %29 = 10.0,1353 + 18.0,8647 =
R$ 16,92

Analise da 22 marca:

E(x) = 1/ A = 200 horas >> A = 0,005

E(CT) = CF2.P(x = 200) + (CF2+CA).P(x < 200)

E(CT) = 15,00. €292 4+ (15 00 + 8,00). (1 - €%%%>2%) = 15,0,3679 + 23.0,6321 =
R$ 20,06

Resultado: a 12 marca é a mais econdmica.

3.6. DISTRIBUICAO WEIBULL

A distribuicio de Weibull € uma das mais  oos¢
flexiveis, pois pode assumir varias outras formas. ol -
E bastante utilizada para modelagem de tempos Z ros 4
de processo ou tempos até a falha (TPF) de &ovois / p-32
componentes elétricos, componentes mecanicos, %0010 ﬁ\
elementos estruturais e sistemas complexos. A g ﬁ'\
funcéo de densidade de probabilidade de Weibull ~ °200%F
€ dada por: L 0.000 f > = =Y
f(x)= ﬁﬂxﬂ‘le (“j
a

Onde B (parametro de forma) > 0 e a (parametro de escala) > 0

No tratamento para avaliacdo de falhas, tomando-se uma curva de ciclo de vida (curva
da banheira) genérica, ou seja, constante de trés etapas, o parametro 3 pode assumir o
seguinte:

- B < 1: Mortalidade Infantil

- B = 1: Falhas aleatorias

- B > 0: Falhas por desgaste (final da vida util)

Cabe ainda observar que o valor de B pode indicar outras coisas, dependendo da
andlise de falhas efetuada:

- B = 1: Indicagdo de modos de falhas multiplos; suspeita de que os dados de TPF
estdo inadequados (geralmente para componentes com diferentes tempos de vida),
indicacao de a falha pode ser iniciada por agente externo ao sistema.
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- B > 1: Pode ocorrer quando a amostra com os componentes testados contém alguns
itens imperfeitos, acarretando a ocorréncia de falhas antes de um tempo determinado
em projeto.

Quanto ao parametro a, a sua variagdo, mantendo-se o § ** oam
constante, influencia no seguinte: ﬂ B>
- a crescente: a curva estica para direita, diminuindo a H
altura. e

- a decrescente: a curva encolhe para esquerda, L
aumentando a altura. o

=200 ‘
a0 mm e

T
e

o 20.0000  160.0000 240 D000 3200000 4000000
Tempo (t)

As medidas caracteristicas dessa distribui¢cdo séo:

- Média ou Esperanca Matematica: E(x) :ﬁr(ij
a (94

- Variancia:Var(x) = ﬂ—z {Zr[zj 1 {F{EH }
o (94 (04 (04

- Desvio Padrdo: o= V Var(x)

3.7. DISTRIBUICAO LOGNORMAL

E utilizada quando o logaritmo da variavel aleatéria ¢
segue uma distribuicio Normal. A distribuicdo
Lognormal € bastante conhecida nas areas atuantes s
do mercado financeiro e em avaliacoes de tempo para .s
completar tarefas (ex. TPF) e processos com grande .
guantidade de valores representativos. A funcdo de
densidade de probabilidade da distribuicdo Lognormal
€ dada por:

0.2

o x—u)? 1(26%) Para x = 0.

1
f(xX)=—~—
) X+ 270?

As medidas caracteristicas dessa distribuicdo sao:
- Média ou Esperanca Matematica: E(X) = g0’/
- Variancia:Var(x) = € (¢ -1)

- Desvio Padrao: o=V Var(x)
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4. AMOSTRAGEM E DISTRIBUICOES AMOSTRAIS

A teoria da amostragem é um estudo das relacdes existentes entre uma populagcéo e
as amostras dela extraidas. E por meio das amostras que se pode, por exemplo,
avaliar grandezas desconhecidas da populacédo (parametros), tais como a sua média,
variancia etc., por intermédio das correspondentes grandezas amostrais, denominadas
de estatisticas amostrais.

Geralmente, 0s parametros sdo expressos por:

A . Expressdes
P t
arametros Populagéo Amostra Para Amostra
Tamanho N n -
o - D x
Média Aritmética p X
n
. X— X
Variancia Absoluta o2 s? Z( )2
n-1
Desvio Padréo c S \S?
Proporcéo T p '

Uma amostra é um subconjunto finito de elementos extraido de uma populacdo. Para
gue seja representativa a amostra tem que apresentar a capacidade de reproduzir as
mesmas caracteristicas importantes da populacéo de origem.

Uma amostra é formada por processo de selecdo dos elementos da populacdo e pode
ser obtida pelos métodos probabilisticos e ndo-probabilisticos.

Os métodos ndao-probabilisticos sdo aqueles onde ha escolha deliberada dos
elementos que irdo compor a amostra. Com estas amostras ndo é possivel generalizar
os resultados da pesquisa, de vez que elas ndo garantem a representatividade da
populacao.

Os métodos probabilisticos sdo aqueles onde a amostragem € caracterizada por cada
elemento da populacdo possuir a mesma probabilidade de ser escolhido para compor a
amostra. Desta forma, se conhece a distribuicdo de probabilidade de todas as
combinacOes amostrais, viabilizando a determinagcédo da variabilidade amostral, o que
por sua vez permite estimar o erro amostral, garantindo assim a cientificidade do
método. Este método é caracterizado por amostragens aleatdrias simples, sistematica,
estratificada e por conglomerado.

Uma amostragem aleatoria simples é um dos métodos probabilisticos mais basicos. Os
elementos da amostra sao rotulados individualmente, sendo objeto de sorteio com base
nesses rotulos.

Na amostragem sistematica, indicada quando a populacdo esteja ordenada segundo
algum critério, tal como as chegadas de caminhdes ordenadas por horario de chegada,
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determina-se o intervalo de periodicidade da amostragem. Posteriormente, seleciona-
se a ordem do primeiro elemento da amostra por sorteio dentro do intervalo de
periodicidade. A seguir, repete-se a ordem de selecdo dentro de cada intervalo de
periodicidade.

Para populacdo heterogénea formada por grupos homogéneos, aos quais
denominamos de estratos, € recomendado que se utilize a amostragem estratificada.
Atributos de estratificagdo comuns sdo sexo, idade, classe social, profissdo etc.. Uma
vez determinados os estratos, retira-se uma amostra aleatoria de cada estrato, de
tamanho proporcional a participacédo de cada estrato na populacao.

A amostragem por conglomerado é utilizada quando € dificil ou até impossivel
identificar todos os elementos da populagdo, mas é possivel identificar facilmente os
grupos que apresentem as mesmas caracteristicas da populacdo. Neste caso, extrai-se
uma amostra aleatéria destes grupos, denominados conglomerados, e amostra-se 0s
elementos do conglomerado. Utilizam-se estas amostragens em pesquisa de
populacdo de uma cidade, quando se pode sortear quarteirdes e contar todos o0s
moradores de cada quarteirdo.

Geralmente, as pesquisas sdo conduzidas pela analise dos elementos de uma amostra
extraida de uma populacdo que se deseja estudar. Essa amostra depende do seu
tamanho (quantidade de elementos) e dos aspectos metodolégicos que devem nortear
a extracao dos elementos da populagao.

Quanto a quantidade de elementos que a amostra deve ter, deve-se considerar o nivel
de confianca e a margem de erro que se pretenda para os resultados. Isso constitui a
precisdo de uma estimativa. O calculo do tamanho da amostra para cada caso, € feito
sempre em funcédo dos Intervalos de Confianga correspondentes.

O intervalo de confiangca para a média, para uma populacdo infinita e a variancia da
populacdo conhecida, é dado por:

PlX— Zy g XS U <X+ Zypx—|= 1-a
Jn Jn

O erro padrdo da estimativa, ou seja, em quanto a média populacional pode diferir da
média amostral, & dado por:

Sendo assim, a quantidade de elementos de uma amostra com populacdo infinita é

dada por: . .
n ~ | 20/°¥ (
e

Para a variancia da populacdo desconhecida deve-se substituir o desvio padrao
populacional (cy) utilizado anteriormente, por uma estimativa (desvio padrdao amostral
Sy), calculado numa amostra piloto de n; elementos. Além disso, substitui-se a
distribuicdo normal, com coeficiente de confianca Z pela distribuicdo t (STUDENT) com
n; -1 graus de liberdade.
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A quantidade de elementos de uma amostra com populacéo infinita € dada por:

_ (tOLIZXS(X)jZ

- e
Observa-se, entretanto, que se o valor de n calculado for menor que nl, entdo a
amostra piloto com nl elementos ja satisfaz a precisdo desejada. Se o valor de n
calculado for maior que nl1, entdo se deve complementar a amostra piloto com mais (n
—nl) elementos.

4.1. DISTRIBUICAO T-STUDENT

O uso da distribuicdo de Student, ou simplesmente distribuigdo t, esta associado a
estudos com pequenas amostras (n<30). E um modelo de distribuicdo continua que se
assemelha a distribuicdo normal padrdo, ou seja, N(0;1), mas reflete a maior
variabilidade (com curvas mais alargadas) que € de se esperar em amostras pequenas.
Uma variavel aleatoria continua X tem distribuicdo t de Student com gl graus de
liberdade, se sua funcdo densidade de probabilidade for dada por:

%57 (e
f(x)2|(1+xj ‘
gl.ﬂ.l“(%j gl
Ondegl>0ex>0.

As medidas caracteristicas dessa distribuicao sao:

- Média ou Esperanca Matematica: E(x) =0

- Variancia:var(x) = g
gl-2

- Desvio Padrdo: o=V Var(x)
4.2. DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

Considere X variaveis aleatdrias independentes, ndo-negativas, dependente do grau de
liberdade (gl), tem-se a sua funcao de distribuicdo de probabilidade dada por:

X

e 2y(9/2)-1

2g|/2F(nj
2

Prof. Marcelo Sucena P&gina 25 de 36

F(x) =

Ondegl>0ex>0.



Engenharia de Producéo
Estatistica Aplicada a Engenharia - 2012/2

‘q} Estacio

As medidas caracteristicas dessa distribuicao sao:
- Média ou Esperanca Matematica: E(x) =gl

- Variancia:Var(x) = 2gl

- Desvio Padrdo: o=V Var(x)

4.3. DISTRIBUICAO F (DE SNEDECOR) - FISHER-SNEDECOR

Ela depende de dois parametros denominados também de graus de liberdade. O
primeiro (m) é o grau de liberdade do numerador e o segundo (n) do denominador. Na
estatistica ela é caracterizada como o quociente de duas variancias e, portanto de duas
distribuicbes qui-quadrado. Cada parametro, da mesma forma que nos modelos
anteriores, € associado ao tamanho amostral menos um. A sua funcao de distribuicédo

de probabilidade é dada por:
P P m+n) 7 2 T
r m2n2x?2

F(r;jl“(;]j(mﬂ n)m;n

As medidas caracteristicas dessa distribuicdo séo:

f(x)=

Ondem,n>0ex=0.

- Média ou Esperanga Matematica: E(x) = LZ para n>2

n_
2n*(m+n-2)
m(n—-2)*(n—-4)
- Desvio Padrdo: o=V Var(x)

- Variancia: Var(x) = para n>4

5. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

A possibilidade da utilizacdo de amostras para fazer inferéncias sobre parametros
populacionais (estimacédo) depende do conhecimento do tipo de distribuicdo amostral.
Para se obter a distribuicdo amostral faz-se necessario repetir n vezes um experimento
e, apos, calcular a média das amostras, permitindo-se obter a distribuicdo amostral.

Em uma estimacdo considera-se como estimativa pontual a estimativa de um anico
valor para um parametro populacional. Essa estimativa ndo permite avaliar a precisédo
do parametro. A estimativa pontual menos enviesada (menos nao-representativa da
populacdo) da média populacional p é a média amostral 8.

Uma estimativa intervalar € um intervalo de valores usado para estimar um parametro
populacional (u, o etc.) com certo nivel de confianca (1-a). O nivel de confianca € a
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probabilidade de que o intervalo estimado contenha o parametro populacional (). Com
isso é possivel determinar 0 erro maximo cometido na estimacdo, com certa confianca.

Assim, P (L1 < p < L2) = K significa que a probabilidade do intervalo aleatério (L1, L2)
conter o valor exato pu é K. O intervalo (L1, L2) é denominado intervalo de confianca
para o parametro populacional g, com um nivel de confianca K.

A distribuicdo normal pode ser utilizada sempre que se tiver uma das seguintes
situacoes:

12 - se n = 30, conforme o Teorema do Limite Central.
22 - se n < 30, sendo a populacéo estudada normalmente distribuida e o desvio padréo
populacional ¢ conhecido.

Nessa situacdo, o nivel de confianca é a area sob a curva
normal padrdo entre os valores criticos -Z e +Z, sendo Z Y]
definido como coeficiente de confianca (fig. ao lado).

Os valores de Z mais utilizados sao:

Nivel de confianca (1 - a) Z
0,80 1,28
0,90 1,64
0,95 1,96
0,99 2,58

O Teorema do Limite Central considera que na medida em que o tamanho da amostra
aumenta, a distribuicdo amostral das médias amostrais tende para uma distribuicéao
normal. Mesmo no caso de uma distribuicdo ndo-normal, a distribuicdo das médias
amostrais sera aproximadamente normal, desde que a amostra seja grande. Isto quer
dizer que ndo é necesséario conhecer a distribuicdo de uma populacdo para que seja
possivel fazer inferéncias sobre ela a partir de dados amostrais.

Sendo assim, supondo-se que certa variavel aleatéria x tenha, ou né&o, o
comportamento da distribuicdo normal, e que a média dos valores x seja U e 0 desvio-
padrao seja o e que se coletem dados para compor amostras de tamanho n, pode-se
calcular as médias amostrais. O Teorema do Limite Central caracteriza que na medida
em que o tamanho n de amostras aumenta (na pratica, a distribuicdo de amostragem
da média pode se considerada como normal sempre que n = 30), a distribuicdo
amostral das médias amostrais tente para uma distribuicdo normal com média p e

desvio-padrdo o /+/n.
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Populacdo

¢ Amostral: Amostra2

- S o -

Amostra3 -7 _Tlii- (A

Observar a situagdo de um dado n&o viciado em certo experimento. Sendo X o0
lancamento de um dado, tem-se f(x) = 1/6 (0,167) V Xx. Agora considere x a média de
langamento de dois dados, obteve-se N(3,5; 1,58%). Tomando-se ainda os mesmos dois
dados, mas testando-os 36 vezes obtém a seguinte distribuicdo das médias:

Média dos
valores dos Frequéncia
dados
1,0
15
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
4,5
50
55
6,0

RIN WSRO OB WDNPEF

Observar que a frequéncia se distribui da forma normal apdés varios testes.

Exemplo 1: Certo equipamento automatico encontra-se regulado para encher
embalagens de um quilo de certo produto. Quando ele est4 desregulado pode provocar
0s seguintes problemas: caso as embalagens tenham massa inferior ao estabelecido,
haverd reclamacdes dos clientes; no sentido contrdrio se estard permitindo
disponibilizar mais do que estd especificado, promovendo aumento de custo no
processo. A experiéncia da empresa mostra que a massa das embalagens se comporta
normalmente com desvio padrdo de 12 gramas. Para verificar a precisdo do
equipamento, selecionaram-se em determinada altura, nove embalagens com as
seguintes medi¢cdes de massa: 983/992/1011/976/997/1000/1004/983/998. Determine a
estimativa pontual (1) e o intervalo de confianga para 90%, 95% e 99%.

a) u=993,78

b)

- Para90%:1-0,9=0,1/2=0,05>>+1,64.12//9
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=+1,64.4 = £6,56
P(993,78 - 6,56 < 1£1< 993,78 + 6,56) = 0,95
P(987,22 < 141 <1000,34) = 0,95

- Para 95%: (985.94, 1001.62);

- Para 99%: (983.476, 1004.084).

Exemplo 2: Medi¢bes do comprimento de agulhas realizadas numa amostra de 100
unidades permitiram calcular o seguinte: u=3,1cm; 0=0,7cm. O investigador pretende
estabelecer a probabilidade dessa média ser adequada para representar a populagéo
com um intervalo de confianca de 95%.

Nestas condicfes da amostra € possivel utilizar o Teorema do Limite Central. Sendo
assim, para o intervalo de confiangca de 95% tem-se 5%-+2, determinando os limites L,
e L, ou seja 2,5%. Observando-se a tabela a eguir, chega-se a:

P(-Zo7025 < Z amostra < 207025) =0,95
P(-1,96 < Z amostra < 1,96) = 0,95
7 - XA
(o}
Considerando-se que o Teorema do Limite Central segue que a distribuicdo amostral
das médias amostrais tente para uma distribuicdo normal com média u e desvio-padréao

X—u

o/vJn

P(-1,96. o/vn < X—u<1,96. o/</n)=0,95
P(X-1,96. o/+/n < u< X+1,96. ¢/~/n) = 0,95
P(3,1-1,96. 0,7/+/100 < u< 3,1+1,96. 0,7/~/100) = 0,95
P(2,96 < 1< 3,24) = 0,95

chega-sea Z =
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FZez)
TN

z 0.0 o001 o02f o003 oo ofes] o008 Joo7] o.08] o009
0,0[ 05000 04080 04920 0.4880( 0.4240| 0420t 047eH” 04721 0.4681] 04641
—0.1| 04602 04562 04522 0.4283] 04443 04204 0.4364] 04325] 0.4286| 02247
-0.2| 04207 o468 04129 0.4000| 0.4052| 0.4013) 03974 0.3936] 0.3897| 03859
—0.3| o.38z1| 03783 03745 0.3707| 0.3608| 0.3632) 03594 03557 0.3520| 03483
-0.4| 0.344a| 03408 0,3372] 03338 0.3300| 03264 03228] 03192 0.3158| 0.3121
-0.5| 0.3085| 03050 03005 o298l 0.294a| 0.2912) 0.2877| o.2843| 02610 0277
—0.6] 02743 02708 02676 0.2643| 0.2611| 02578 0.2546| 0.2514] 0.2483| 02451
—0.7| 0.z4z20| 0.z388| 0.z358| 0.z327| 0.2296| 0.z266) 02236 0.2Z06| 0.2177| 0Z148
-0,8] 0,2119] 02090 0.2061] 0,2033] 0.2005| 0.1977| 01948 01922 0.1804| 01847
-0.8| 0184l o01814] o17es| o.17ez| oa7vsa| 0171l 0.1685] 0lsen| 01635 0lsll
-1.0[ 01587 01562 01539 01515 01492| 01469 0.1448] o014z3| 01401 0137
-1.1] o1357] 01335] 01314 oazez] ouz7| a5l oazao] oazo] omeol ouTo
-1.2] ousl] ons| oanzf oloes] oiovs| oloss] o.1038] ogozo] o1003] oooas
-1,3] opsss] ooes)| o,0934] oo918] ooe01| oosas] oosss| oossa] o.oass| oosz3
-1 4| opsos] oo7es| o.o77e] o.o7ed| oores| oo7as] qorzl oovoa] o.oees| oossl
-1.5] oo6ss] 00655 00643 0.0830] 0.0618] 00806 &:-5-.:4 nosez] oos71| oosse
-1.8] 0o548] 00537 0,0526] 0.0518] 0.0505] 00495 olo4as] 00475 0.0465] 00455
-1.7] oo44a| 00438 0.0427] o0418] oosoe] oos01] olosez] oo3s4] o.oa7s| ooser
1.8 wqase| o035l 0.0344] 0023s] 00320 003zer DoaaNp0307] 0.0301] 00204
@m)za? oozl 00274 0.0z08] *omeroodse| 00250] Qo244 0.0239] 0oza3
_ebzze] oozze] op2i7] oo212] oozo7] ooedefomer 00192 o.o188] 00183

-2.1] oois| ooir4] ootro] oowes] ooez| o.oiss] 00154 o.oiso] ooi4s| o043
-2.2| oo139] oom3s] oo132] ooze] oowes| ooizz] oone] oone| oons] oomo
-2.3| 00107 oomod| o002 00000 0.0006] 00094 00091 00088 0,0087] 00084
-2.4] oposz| ooosd o0078] 0.0073] 00073l c.oo7l] oo0ss] ooosa] o.006s] 00064
-2.5) nooez] oooe0| 00058 0.0057] 0.0055] 00054 oo0s2] 0.0051 0.0049] Doods
-2.6] 0.0047] 00045 00044 0.0043] 00041 00040 00039 00038 0.0037] 00038
-2.7] ooo3s] 00034 00033 0.0032] o.0031] o0030] ooo2e] oooza] o.00e7] oo02s
-2.8] ooozal 00025 00024 0.0023] o.ooza] oooze] oozl o.ooz21] oooeol ooos
-2.9] ooo1s] ooois] oo0018] ooorr] o.oo01s] o.o08] o00s] o005 ooois] o004
-3.0] o003 o003 00013 oooiz| o002 o001 ooou| oo ooow| oooo
-3.1] opoow| oooos] o,0008] o.0000] 0.0008] 00008] o0o00c8] ooooa] o.0007] 00007
-3.2| 0ooo7] oooo7] o.0006] 0.0006] 0.0006] 00008] 00006] o005 0.0005] Doo0s
-3.3| o.oo0s| 00005 0.0005] 0.0004] 0.0004] 00004] 00004 00004 0.0004] 00003
-3.4| 0.0003| 00003 00003 0.0003] 0.0003] 00003 00003 00003 0,0003] 00002
-3.5| ooo0z| ooo02| o,0002] o.0002] 0.0002] 00002] 0o002] opooz| o.0002] 00002
-3.8| 0.o00z| ooo02| 00000 00001 o.0001| .0001 o000l o.0001 00001 o000
-3.7| 00001 o.oo0| o000 00001 o.0001 0.0001 o.0001 0.0001) 0.0001] 00001
-3.8] 00001 00001 00000 00001 00001 0.0001 00001 0.0001] 00001 00001
-3.8] ooo00] 00000 0,0000] o.0000] 0.0000] 0o0000] 00000 ooooo]| o.0000] 00000

Desta forma, ao se selecionar amostras com tamanho n=100, tem-se 95% de confianca
de que a média estara entre 2,96 e 3,24.

Para intervalos de confianca de 90% e 99% chega-se a:

P('ZO,OSO < Z amostra < 201050) = 0,90, onde Zo’o5o =1,645;

P('ZO,OOS < Z amostra < ZO,OOS) = 0,99, onde Zo’og5 = 2,575.

Exemplo 3: Numa amostra de 64 pessoas foi perguntado o peso de cada uma delas. A
média amostral obtida foi 50 Kg com desvio padrdo do peso de 16Kg. Pede-se estimar
o valor da média da populacdo para um intervalo de confianca de 95%.

O coeficiente de confianca (Z) para 95% de confianca é 1,96. Sendo assim:
P(50-1,96. 16/+/64 < 1< 50+1,96.16//64) = 0,95

P(46,08 < 1£<53,92) = 0,95
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Exemplo 4: 100 domicilios, selecionados ao acaso, foram entrevistados para saber a
guantidade de pessoas residiam. Obteve-se média amostral de 5 pessoas. O desvio
padrdo da amostra foi de 4 pessoas. Estime a média de pessoas por domicilio na
cidade como um todo, para um intervalo de confianca de 80%, 90%, 95%, 99%.

Limites da p: X+Z. o//n

Para 80%: Z=1,28;5- (1,28 x4 /10) =4,488;5+ (1,28 x4/ 10) =5,512
Para 90%: 4,34, 5,65.

Para 95%: 4,21; 5,78.

Para 99%: 3,96; 6,03.

Quando o desvio padrao da populacéo (o) nédo for conhecido e o tamanho da amostra
for inferior a 30 (n < 30), sendo a populacdo estudada normalmente distribuida, a
distribuicdo normal ndo é apropriada para determinacdo de intervalos de confianca
para a média. Nesse caso usamos a distribuicdo de Student (t) para determinacdo
desse intervalo.

A distribuicdo de Student tem a forma semelhante a da distribuicdo Normal, e a
principal diferenca é que a distribuicdo t tem maior area nas caudas. Entdo, para um
dado nivel de confianca, o valor de t sera um pouco maior que o correspondente valor
de z. A determinacéo do valor de t na tabela depende no nivel de confianca e do n° do
grau de liberdade.

O grau de liberdade (gl) é definido como a quantidade de observacdes independentes
da amostra subtraindo-se o0 nimero dos parametros populacionais que devem ser
estimados por meio das observacdes amostrais. Quanto maior o grau de liberdade,
mas a distribuicdo se aproxima da normal. E uma medida de credibilidade ou
seguranca em cada estimativa do parametro de cada fonte de incerteza considerada no
calculo.

gl=n-1

Por exemplo, em uma distribuicdo retangular, que é fechada em um intervalo [a;b]
definido, pode-se dizer que héa alta seguranca na estimativa do valor verdadeiro (pois
ha 100% de probabilidade de que o valor esteja dentro desse intervalo). Por isso,
atribui-se um alto grau de liberdade (no caso da retangular, infinito). Esse € apenas um
exemplo para se ter a nocdo do grau de liberdade, ja que a distribuicdo retangular ndo
€ caracterizada pelo grau de liberdade.

Exemplo 5: Em um laboratério testou-se um produto novo em 20 cobaias, com idade
compreendida entre 56 e 84 dias de idade, e se obteve a massa média de 200 g com
um desvio-padréo de 26 g. O investigador pretende avaliar a média para um indice de
confianca de 99%.
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gl=20-1=19
Dagm Probability of a Larger Value, Sign Ignored
Freedom |0.500 | 0.400 | 0200 | 0.100 | 0.050 | 0.025 {C0.0107 0.005 | 0.001
1 [1.000 |1.376 | 3078 | 6.314 |12.706 |25.452 | 63.657
2 |0B16 [1.061 |1.886 | 2920 | 4.303 | 6.205 | 9.925 |14.089 | 31.598
3 TGS 0.978 1.638 2.353 3.182 4176 5841 7453 12.94]1
4 741 541 1.533 2,132 2.776 3.495 4,604 5.598 B.610
5 T27 920 1.476 2015 2.57 3.163 4,032 4.773 6859
& 718 06 | 1440 | 1943 | 2.447 2.969 3707 | 4.317 | 5959
7 711 | B9 |1.415 | 1.895 | 2365 | 2.841 | 3.499 | 4.029 | 5.405
B TG 2RO 1.397 1.860 2.306 2.752 3.355% 1832 5041
9 03 BE3 1.383 1.833 2.262 2.685 3.250 3.690 4. 781
100 | 700 | 879 1372 | 1812 | 2228 | 2634 | 3. 3581 | 4.587
1| 697 | 876 1363 | 1.796 | 2201 | 2.593 | 3406 | 3.497 | 4.437
12 JB95 B73 1.356 1.782 2179 2,360 « 3.055 3.428 4318
13 4594 BT0 1.350 1.771 2.160 2.533 3guz 3372 4.221
14 B9 B6H 1.345 1.761 2,145 2.510 2977 3.326 4. 140
15 J691 B66 1.341 1.753 2.131 2490 2.947 3.286 4.073
16 690 | 865 |1.337 | 1.746 | 2120 | 2473 | 2421 | 3252 | 4015
17 ﬁg ggg :.;;g 1.'?;2 2110 2 458 2, 3.222 3965
K . f 1.7 2.101. 2,445 2 HIE 3.197 3,922
Ci9 > | s88 | 861 |1.328 268315433 (2861 ) 3.174 | 3.883
30 687 | 860 |1.325 | 1.725 | 2086 | 2.423 | 2845 | 3153 | 3850
21 686 | 859 | 1.323 | 1.721 | 2080 | 2.414 | 2831 | 3135 | 3819
22 6R6 .B58 1.321 1.717 2.074 2400 2.819 3119 3.792
23 6ES _BSE 1.319 1.714 2069 2.398 2 807 3. 104 1.767
24 GRS B57 1.318 1.711 2 0 2.391 2.797 3.090 3.745
25 684 B56 1.316 1.708 2060 2,385 2. 787 3.078 3.725
26 J6E4 B56 1.315 1. 706 2056 2.379 2.779 3.067 3.707
27 G584 855 1.314 1.703 2.052 2.373 277 3.056 3.690
28 Nk 855 1.313 1.701 2045 2368 2.763 3047 31674
9 GH3 BS54 1.311 1.699 2045 2364 2.756 3.038 1.659
30 683 | 854 (1310 | 1,697 | 2042 | 2,360 | 2750 | 3030 | 3646
35 H82 [ -.B52 | 1.306 | 1.690 2,030 | 2,342 2.724 2.996 3.591
10 681 | 851 (1303 | 1684 | 2021 | 2.320 | 2704 | 2971 | 3351
45 680 | 850 |1.301 | 1.680 | 2014 | 2,319 | 2600 | 2952 | 3520
| 6RO N 1.299 1.676 2008 2.310 2.678 2.937 3,496
55 G679 [R49 1.297 1.673 2004 2304 2.660 2.925 3476
&0 679 B4B | 1.296 | 1.671 2000 | 2299 | 2.660n| 2.91 .
F0 678 B47 1.294 1667 1.904 2.200 2.648 2.89‘; g:g'j)
80 678 | B47 (1203 | 1665 | 1989 | 2384 | 2638 | 2.887 | 3416
%0 678 | 846 |1291 | 1662 | 1986 | 2279 | 2631 | 2.878 | 3.402
L0y &TT Rdh 1.290 1.661 1.982 2.276 2.625 2871 | 3.3%0
120 BT B45 1.289 1.658 1.980 2.270 2.617 2. 860 3.373
s 6745 | B416|1.2816| 1.6448 | 1.9600 | 2.2414| 2.5758 | 2.8070| 32905

P(-to.005 < t amostra < tg go5) = 0,99, onde tp go5 = 2,861.

P(-2,861 < t amostra < 2,861) = 0,99.

P(200-2,861. 26/+/20 < u< 200+2,861. 26/+/20) = 0,99

P(183,37 < 1< 216,63)=0,99

Ao se selecionar da populacdo das cobaias sucessivas amostras aleatérias de

tamanho n=20 e se calcular a média para um intervalo de confianca de 99% a partir de
cada uma delas, é de esperar que 99% destes intervalos contenham a média

populacional .

Exemplo 6: Coletou-se uma amostra com 16 pacientes para se verificar a existéncia
de certa enzima no sangue. Obteve-se média de 13mg para cada 100ml de sangue e
desvio padrdo 4,6mg/100ml. Pede-se para se estimar, por intermédio do intervalo de
confianca, com grau de confianca de 95%, a média de enzimas no sangue.

Prof. Marcelo Sucena P&gina 32 de 36



Engenharia de Producéo
Estatistica Aplicada a Engenharia - 2012/2

‘q} Estacio

Gl=16-1=15
IC[1, 95%] = 13*t(15.0,025) (4,6/N16) = 132,131 x 1,15 = [10,55;15,45]

6. REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Analise de regressdo é uma metodologia estatistica que utiliza a relagdo entre duas ou
mais variaveis de tal forma que uma variavel pode ser predita a partir da outra ou
outras. Por isso, pode-se dizer que a analise de regressédo estuda o relacionamento
entre uma variavel chamada dependente e outras varidveis denominadas
independentes. Neste caso caracteriza-se esta relacdo como Regressdo Linear
Multipla.

O caso mais simples de regressdo é quando temos duas variaveis e a relacdo entre
elas pode ser representada por uma linha reta. Esta metodologia é assim denominada
Regressao Linear Simples (RLS). Nesta situacdo define-se a relagdo entre uma
variavel dependente e outra independente.

Para RLS pode-se efetuar a Analise de Correlacédo que permite inferir, estatisticamente,
as medidas de associacao entre as duas variaveis.

Os dados para a analise de regressdo e correlacdo, analises que estdo intimamente
ligadas sdo da seguinte forma: (x1, y1), (X2, y2), . .. ,(xi, yi), . . ., (Xn, yn). A partir deles
constroi-se um Diagrama de Dispersao que permite decidir, empiricamente, se um ha
relacionamento linear entre as variaveis e, ainda, se ha um relacionamento “forte” ou
“fraco” entre elas.

Para se determinar a equacdo da reta que relacione as varidveis depende e
independente pode-se usar o método dos minimos quadrados. Este método se baseia
em encontrar os coeficientes angular e linear da reta de regressdo que minimizem a
soma dos quadrados dos desvios. Cabe ainda considerar o seguinte:
V A soma dos desvios verticais dos pontos em relacéo a reta é zero;
V A soma dos quadrados desses desvios é minima (isto €, nenhuma outra reta
daria menor soma de quadrados de tais desvios).

A equacao dareta de regressao € do tipo Y = b+ aX + ¢, onde:
Y é a variavel dependente;

X é avariavel independente

€ sdo os desvios de Y em relacdo ao valor esperado;

b € o coeficiente linear, ou seja, € o ponto onde a reta de regressao intercepta a
ordenada (o valor de Y quando X = 0) €;

a é o coeficiente angular (tg 6).

<< < L

<
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Sendo assim, deseja-se ajustar a reta estimando-se os coeficientes a e b. A figura a
seguir apresenta este ajustamento, bem como as caracteristicas das variaveis
dependente e independente.

Estimativadey a

partir da reta de Par ordenado (X, y) real
regressdo
Y
A . ° 0
Desvio
ou erro s o
dey (9 .

. «  Valor de x utilizado para
estimar y

QD
/ Variavel dependente

Variavel independente

Para se calcular os coeficientes linear (b) e angular (a) pelo Método dos Minimos
Quadrados utilizam-se as seguintes expressdes:

> XY - nXY _
a= — b=Y -aX
2 X2-pnX?2

Para saber o grau de relacionamento entre as variaveis dependente e independente
utiliza-se o Coeficiente de Correlacdo de Pearson (r). Ele indica o grau em que uma
equacao linear descreve a relacdo entre essas duas variaveis. Varia entre -1 a 1, e
assume valor negativo quando as variaveis sédo inversamente proporcionais e, positivo
guando diretamente proporcionais. Assume valor zero quando ndo h4 relagcédo entre as
duas variaveis. A figura adiante facilita a visualizagdo desses valores.

alta moderada baixo baixo moderado alto
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O Coeficiente de Correlacao € calculado pela seguinte expresséao:
EBOWO BOB®

1

EB® B ¢B® B

Exemplo

Periodo Y X

1 264 2,5

2 116 1,3

3 165 1,4

4 101 1,0

5 209 2,0

Periodo Y X XY X? Y?
1 264 2,5 660,00 6,25 69.696
2 116 1,3 150,80 1,69 13.456
3 165 1,4 231,00 1,96 27.225
4 101 1,0 101,00 1,00 10.201
5 209 2,0 418,00 4,00 43.681
Total 855 8,2 1560,80 | 14,90 | 164.259
Média 171 1,64

,_ 156080 -5x(164)(171)

1490 _5x(1pa)y L0943 b=171710923x(164)=-837
) — X

Sendo assim, Y =—-8,37+109,23X com r = 0,98.
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